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PROLOGO 


Los fenómenos de la dinámica constituyen una parte integral de la 
vida profesional del ingeniero y del científico, La dinámica es una mate- 
ria sutil, y su importancia es tan grande que su enseñanza merece una 
cuidadosa atención en todas las escuelas. 

Este libro se ha planeado como libro de texto para el primer curso 
de dinámica en los estudios de una escuela de ingeniería y para ir más 
allá de la introducción a la dinámica que se estudia siguiendo la secuen- 
cia usual de la física. Este libro es el resultado del esfuerzo conjunto de 
muchos de mis colegas en el “Case Institute of Technology” continua- 
mente probado con los alumnos de ingeniería del segundo año durante 
los últimos cuatro de su elaboración. 

La idea básica de este libro es simplemente la de desarrollar en la 
forma más general (compatible con los conocimientos que ha adquirido 
el alumno de ingeniería en el primer año) los principios fundamentales 
de la dinámica y después aplicar el proceso de análisis específico a la 
solución de problemas reales de ingeniería. 

Cantidades tales como el momento de inercia, el producto de iner- 
cia, etc., no se consideran separadamente, sino que, de una manera natu- 


ral aparecen en la discusión de los principios generales, así el alumno no 


distrae su atención en detalles de cálculo mientras intenta comprender 
los fundamentos. 

El contenido de este libro puede servir como base para un curso de 
un semestre O tres semestres de cuatro horas crédito que toman los alum- 
nos del segundo año de ingeniería mecánica, civil, eléctrica y metalúrgica. 
Estos alumnos han tenido ya una introducción a la mecánica en física; 
un curso adicional de estática vectorial y estudian ecuaciones diferencia- 
les simultáneamente con la dinámica. Todos los temas que se desarrollan 
en este libro se discuten durante el curso. i 

Se ha incluido una breve historia de la dinámica a fin de que los 
alumnos de ciencias y tecnología sepan apreciar las grandes contribucio- 
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nes que se han aportado para desarrollar cada área en particular. Se 
sugiere que la parte correspondiente a la historia se deje para lo último, 
ya que adquiere mayor significado si el estudiante se ha compenetrado 
previamente de los principios de la dinámica, 

Deseo expresar mi estimación a quienes más contribuyeron en este 
texto, Ray E. Bolz, Howard E. Conlon, Robert J. Guyan, Sidney W. Mc- 
Cuskey, Robert L, Swart y Daniel K. Wright, Jr., y al “Case Institute of 
Technology” por su apoyo en el esfuerzo realizado. El producto de la 
venta de este texto se utilizará para financiar la educación posprofesio- 
nal de quienes en el futuro habrán de contribuir en el excitante campo 
de la mecánica, 

Harry R. Nara 
Cleveland, Ohio 
Enero de 1962. 
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Notas históricas sobre la dinámica 


1.1 Introducción —Leyes del movimiento 


“Para el Más Ilustre Señor Conde de Noailles 

Consejero de su Cristianísima Majestad, 

Caballero de la Orden del Espíritu Santo, 

Mariscal de Campo y Comandante, Senescal y Gobernador 
de Rouergue y Teniente de Su Majestad en Auvergne, 

Mi Señor y Venerable Protector.” 


Así dedicó Galileo en 1638 su profundo pensamiento y experiencias 
sobre el tema del movimiento. La dinámica fue fundada por Galileo. Los 
antiguos, y particularmente los griegos, habían estudiado la estática, pero 
fue necesario aguardar hasta Galileo para describir matemáticamente y es- 
tudiar experimentalmente el movimiento y sus causas. Debemos a Galileo 
las “leyes” que nos son familiares del movimiento uniformemente acelera- 
do. Galileo descubrió la ley de la inercia, más tarde formalizada por Isaac 
Newton. 

Debe recordarse el estado en que se hallaba la ciencia en aquellos 
tiempos. Para la mayoría de las personas la Tierra era el centro del Uni- 
verso, Creer otra cosa era signo de herejía y contrario a las Sagradas Es- 
crituras. Copérnico había conjeturado en 1543 que la Tierra y los plane- 
tas giraban alrededor del Sol. Esta teoría fue expuesta por Galileo, quizá 
a propósito en forma vaga, a fin de evitar las consecuencias decretadas 
por la Iglesia. Mucho de la teoría de la dinámica, en los dos siglos siguien- 
tes, no pasó de los intentos de explicar los movimientos del sistema pla- 
netario. Las contribuciones e ideas de Galileo son dignas de recordarse 
puesto que abiertamente enunció el hecho de que la ciencia debe estar 
basada en las “leyes” que se obtienen del experimento. 

Newton nació en 1642, el año en que murió Galileo, Tal parece como 
si la Naturaleza estableciera una continuidad en las vidas de estos dos 
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Fig. 1.1 


gigantes del intelecto para que sus secretos se escudriñaran con mayor pro- 
fundidad sin menoscabo del conocimiento. La hazaña más notable de 
Newton en que conjuga el razonamiento y la imaginación, fue la formula- 
ción de la ley de la gravitación universal. 

Con gran penetración, Newton razonó que la aceleración de la Luna 
en su órbita, aceleración radial, no difiere esencialmente de la aceleración 
debida a la gravedad de la Tierra. Discernió que la aceleración de la 
gravedad se extiende a las cúspides de las montañas más altas. Razonó 
que la Luna se movería una distancia AB (Fig. 1.1) en un segundo, de- 
bido a su velocidad en torno a la Tierra, si no estuviere sujeta a la atrac- 
ción terrestre. Sin embargo, después de transcurrir un segundo, realmente 
debería estar en B’. Ahora, él y otros matemáticos y filósofos de su época 
habían adivinado de la tercera ley de Kepler sobre el movimiento plane- 
tario, que la atracción de la Tierra sobre un cuerpo debería disminuir, 
cuando se alejara de la Tierra, en razón inversa al cuadrado de la distan- 
cia desde el centro de la Tierra. Newton sabía que en un segundo un 
objeto, en la cercanía de la superficie terrestre, se desplaza en su caída 
4.9 metros, Por lo tanto, si prevalece una fuerza inversamente proporcio- 
nal al cuadrado de la distancia, razonó que a la distancia de la Luna, la 
caída BB’ de ésta hacia la Tierra, en un segundo, sería 


BB' = 4.9 — (m), 


donde R es el radio de la Tierra y D es la distancia del centro de nues- 
tro planeta al centro de la Luna. 

En 1666, cuando efectuó un cálculo para comprobar esta conjetura, 
su conocimiento sobre el radio de la Tierra era imperfecto y halló que 
BB' era alrededor de 12 por ciento menor de lo que podría haber sido de 
acuerdo con su hipótesis. No fue sino hasta 1679 cuando supo de la nueva 
medición de Picard del radio de la Tierra, y al introducir este nuevo dato 
en su antiguo cálculo comprobó satisfactoriamente su hipótesis. 
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A partir de aquel instante Newton desarrolló rápidamente su ley de 
gravitación universal, a saber F = —Gmm'/D?, donde m y m’ son las ma- 
sas de los dos cuerpos que se atraen, D la distancia que las separa y G una 
constante cuyo valor tomamos ahora como 6.67 x 107% en unidades cgs. 
De esta ley de Newton fue posible deducir, a partir de un solo principio 
físico unificado, las tres leyes del movimiento planetario que había enun- 
ciado Kepler en 1609 y 1619. Estas leyes keplerianas son: 


1. Las órbitas planetarias son elipses con el Sol como foco. 

2. El radio vector de un planeta barre áreas iguales en iguales inter- 
valos de tiempo. 

3. Los cuadrados de los períodos de los planetas alrededor del Sal 
son proporcionales a los cubos de sus distancias medias desde el Sol. 


Esto ilustra bien el método inductivo mediante el cual progresa la 
ciencia, incluyendo la dinámica. Primeramente existe un cuerpo que se ob- 
serva cuidadosamente y los datos se correlacionan, tal como ocurrió de las 
observaciones cuidadosas que hizo Tycho Brahe, sobre las cuales Kepler 
basó sus leyes. Después se construye una teoría que, por medio de un mo- 
delo matemático, predice correctamente los hechos observados. Finalmen- 
te se puede utilizar el modelo para predecir otros fenómenos naturales. 
Mientras estas predicciones se cumplan con nuevos experimentos, el prin- 
cipio unificado y la representación matemática de éste, son aceptables. Si 
la observación y la teoría no concuerdan, generalmente es necesario revisar 
la teoría. 

En su Principia, publicado por insistencia de Halley* en 1686, Newton 
presentó sus llamadas “leyes del movimiento”. El número de éstas, es tres. 


Primera ley. Una partícula de masa constante permanece en reposo 
o se mueve con velocidad constante en línea recta, a menos que sobre ella 
actúe una fuerza. 

Segunda ley. Una partícula sometida a una fuerza se mueve de ma- 
nera que la razón de cambio con respecto al tiempo de su cantidad de 
movimiento lineal sea igual a la fuerza, 

Tercera ley. Si dos partículas actúan una sobre otra, la fuerza que 
ejerce la primera sobre la segunda es igual en magnitud y dirección, pero 
opuesta en sentido a la fuerza que ejerce la segunda sobre la primera. 


Los consideró como axiomas de los cuales, por razonamiento deducti- 
vo, se pueden obtener conclusiones matemáticas. Halló que estas deduc- 


* Edmund Halley fue inventor de las tablas de navegación y el tercer Astró- 
nomo Real de Inglaterra. Se hizo más célebre por su cálculo de la órbita del gran 
cometa de 1682, más tarde llamado cometa de Halley. Su último acercamiento a 
la Tierra fue en 1910 y se espera nuevamente alrededor de 1985, 
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ciones se ajustan al universo físico tal como se reconoció posteriormente. 
Sólo en fecha reciente, con el advenimiento de la teoría de la relatividad 
(Einstein, 1905) y su aplicación a problemas dinámicos microscópicos y 
a movimientos con velocidades extremadamente altas, se hizo necesario 
modificar en parte los axiomas básicos establecidos por Newton. 

Las conclusiones deducidas por Newton, y publicadas en su Principia, 
tal vez constituyen la hazaña intelectual más grande que hasta ahora haya 
sido realizada por un solo hombre. En menos de dos años, Newton trabajó 
matemáticamente sobre la espina dorsal de las ideas básicas de la diná- 
mica tal como hoy las conocemos. Una faceta interesante de su trabajo es 
que todas las demostraciones se expresan en lenguaje geométrico, Veinte 
años antes (1666), Newton había inventado sus fluxiones (conocidas aho- 
ra como cálculo), mediante las cuales resolvió indudablemente sus pro- 
blemas de dinámica. Pero a causa de que en el medio científico de su 
tiempo nadie estaba suficientemente familiarizado con el cálculo para leer 
sus escritos, Newton decidió traducir todas sus demostraciones al lengua- 
je de la geometría, 

Hoy día, debido a esto, hallamos que su Principia es algo difícil para 
ser leído, ya que en la actualidad se utilizan las ecuaciones diferenciales 
para describir el mismo fenómeno, El método de las fluxiones de Newton 
no se publicó hasta 1704, aproximadamente veinte años después de su 
Principia. 

Los axiomas de Newton y sus demostraciones deductivas sobre los teo- 
remas subsiguientes señalan el hecho de que la historia de la dinåmica no 
puede estar desligada de la historia de las matemáticas. Este método de 
las fluxiones fue inventado específicamente para ayudarle a resolver el 
enigma del movimiento de la Luna y determinar que una esfera homogé- 
nea que atrae un cuerpo se comporta como si toda su materia estuviera 
concentrada en su centro. Por esto, la dinámica es una ciencia deductiva. 
Como tal, su estructura matemática formal puede construirse sobre otros 
axiomas fundamentales distintos de los utilizados por Newton. Uno de 
éstos conduce a la invención y uso del cálculo de variaciones. En vista 
de que la mayor parte de este libro será dedicada a la aplicación de las 
leyes del movimiento de Newton, dejaremos éstas para una discusión ul- 
terior más detallada y pasaremos a una breve discusión de otras formas 
de establecer las ecuaciones de la dinámica. 


1.2 Principio de los desplazamientos virtuales. En la cadena del razo- 
namiento a seguir hallamos los nombres de James y John Bernoulli, 
D'Alembert, Lagrange, Hamilton y Jacobi. En la Tabla 1. Í se incluyen 
bosquejos de sus contribuciones a la dinámica. 
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TABLA 1.1 Pequeños bosquejos de grandes nombres y contribuciones 
a la dinámica 
EA AE ES E E E AN 


Arquímedes (287-212 a.c.) Contribuyó a la teoría de la palanca, la 
De Aequiponderantibus idea del centro de gravedad de un cuerpo 
(ver T. L. Heath, The Works y los métodos para calcular el centro de 
of Archimedes, Cambridge, gravedad. Estableció el principio que lleva 
1897) su nombre relativo a la fuerza de empuje 


ejercida sobre un cuerpo que flota en un 
líquido. Inventó el método matemático del 
cálculo integral. 


Leonardo de Vinci (1452- Relacionó los momentos estáticos con el 
1519) (trabajos no publica- equilibrio de los cuerpos. Prefiguró el tra- 
dos hasta 1797 por Venturi) © bajo de Galileo sobre el movimiento recti- 


líneo uniformemente acelerado. 


Galileo (1564-1642) Enunció y verificó experimentalmente las 
Dialogues Concerning leyes cinemáticas de la caída de los cuerpos, 
Two New Sciences y otro movimiento uniformemente acelera- 
(Leyden, 1638) do. Descubrió la ley de la inercia que más 


tarde fue formalizada por Newton. Observó 
que las fuerzas producen aceleraciones. 
Descubrió el paralelogramo de movimien- 
tos (composición vectorial) y obtuvo la 
trayectoria de un proyectil. Construyó el 
primer telescopio y con él efectuó profun- 
dos descubrimientos astronómicos. 


Kepler (1571-1642) De las observaciones de Tycho Brahe des- 
Astronomia Nova (Praga, cubrió tres leyes empíricas del movimiento 
1609), Harmonice Mundi planetario. Concibió la gravedad como la 
(Linz, 1619) análoga de la atracción magnética. 

Descartes (1596-1650) Propuso ideas vagas del momento lineal 
Principia Philosophiae como Fcantidad de movimiento” y la fuer- 
(Amsterdam, 1644) za viva que hoy conocemos como energía 


cinética. Descartes fue un filósofo que con- 
fió en sus conclusiones teóricas más que en 
el experimento. 


Pascal (1623-1662) Aplicó el principio de las velocidades vir- 
Récit de la grande expé- tuales a la estática de líquidos. Evolucionó 
rience de l'equilibre des las leyes de la presión de los líquidos (pre- 
liqueurs (París, 1648) sión que se transmite por igual y no dismi- 


nuye en ningún punto del interior de un 
líquido, etc.). Fue el primero en demostrar 
la variación de la presión atmosférica con 
la altura. 
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TABLA 1.1 Pequeños bosquejos de grandes nombres y contribuciones 
a la dinámica (Continuación) 


Huyghens (1629-1695) 
Horologium Oscillatorium 
(1673) 


Newton (1642-1726) 
Philosophiae Naturaliae 
Principia Mathematica 


(Londres, 1686) 


Bernoulli, Jacobo (1654-1705) 
Acta Eruditorum (1691) 
Opera Ommnia (Ginebra, 
1744) 


Bernoulli, Juan (1667-1748) 
Acta Eruditorum (1693) 
Opera Omnia (Lausana, 
1742) 


Maupertius (1698-1759) 
Mémoires de l'Académie de 
Paris (1740); Mémoires de 
PAcadémie de Berlin, 
(1745-1747) 


Bernoulli, Daniel (1700-1782) 
Hydrodynamica, sine de Vi- 
ribus et Motibus Fluidorum 


a A A A A A A A 


Creó la teoría del centro de oscilación. In- 
ventó el reloj de péndulo y su escape; me- 
diante mediciones pendulares determinó g. 
Creó las ideas de fuerza centrífuga y acele- 
ración centrípeta (es decir, dedujo as = 
v?/r para el movimiento circular uniforme). 
Inventó el péndulo cicloidal. Estableció la 
conexión entre el trabajo y la energía ci- 


nética. 


Descubrió la ley de la gravitación univer- 
sal. Formalmente enunció como axiomas 
las “leyes del movimiento”, que forman la 
base para describir matemáticamente la di- 
námica de un sistema. Generalizó la idea 
de fuerza; introdujo el concepto de masa; 
formuló claramente el principio del parale- 
logramo de fuerzas; estableció claramente 
la ley de acción y reacción. 


Dedujo la ley del péndulo compuesto y el 
centro de oscilación a partir del principio 
de la palanca. Desarrolló un método gene- 
ral (hoy forma parte del cálculo de varia- 
ciones) para resolver el problema de la 
braquistócrona. 


Generalizó el principio de las velocidades 
virtuales. Contribuyó al principio de la 
conservación de la energía. Resolvió el pro- 
blema de la braquistócrona. 


Descubrió que el trabajo efectuado para 
llevar un sistema al equilibrio es un máxi- 
mo o bien un mínimo. Enunció (1747) el 
principio de la mínima acción (acción = 
masa X velocidad X recorrido, una combi- 
nación vaga de trabajo virtual y fuerza viva. 
Aunque esta contribución resultó vaga, ins- 
piró a Euler y Gauss para realizar algunas 
de sus mejores aportaciones. 


Descubrió la ley de la conservación de las 
áreas que es una generalización de la se- 
gunda ley de Kepler del movimiento pla- 
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TABLA 1.1 Pequeños bosquejos de grandes nombres y contribuciones 
a la dinámica (Continuación) 


PA A 
ar A A a id 
qa an ` 


Commentarii (1738) 


Euler (1707-1783) 
Mechanica sine Motus 
Scientia (San Petersburgo, 
1736) y artículos en los vo- 
lúmenes de las Academias 
de Berlin y San Petersburgo 


Clairaut (1713-1765) 
Théorie de la figure de la 
Terre. (París, 1743) 


D'Alembert (1717-1783) 
Traité de dynamique 
(París, 1743) 


Lagrange (1736-1813) 
Mécanique analytique 


(París, 1788) 


Laplace (1749-1827) 
Mécanique céleste 


(París, 1799) 


netario. Aplicó el principio de fuerza viva 
al movimiento de flúidos. Ideó un método 
para determinar la salida de un flúido por 
un orificio. Introdujo el principio de su- 
perposición de vibraciones y enunció una 
teoría cinética rudimentaria de la presión 
de un gas. 


Introdujo el “momento de inercia” por 
mr. Contribuyó fundamentalmente al 
cálculo de variaciones y aplicó los métodos 
de la dinámica. Introdujo los ángulos que 
llevan su nombre en la dinámica del cuer- 
po rígido. Las contribuciones de Euler a la 
mecánica y a los métodos matemáticos en 
ella aplicados son demasiado numerosos 
para ser mencionados (ver Whittaker, Ana- 
lytical Dynamics). 


Aplicó la teoría del potencial (nuestra mo- 
derna designación) al equilibrio de los lí- 


-. quidos. Desde este punto de vista discutió 


la forma de la Tierra. 


Aplicó el principio del trabajo virtual a 
la resolución de los problemas de dinámica; 
hoy día su principio es un punto de partida 
para establecer las ecuaciones del movi- 
miento. 


Sistematizó. tanto la estática como la diná- 
mica para reducir la ciencia a una opera- 
ción tan formal como fuese posible; siendo 
analítica su aproximación, se opone a la 
aproximación geométrica de Newton. De- 
dujo las famosas ecuaciones lagrangianas 
del movimiento (equivalentes a las de New- 
ton), que se deducen de los conceptos de 
energía. Se puede llamar a Lagrange el 
fundador de la mecánica analítica. 


Aplicó los conceptos de Newton al estudio 
de los movimientos de planetas y satélites. 
Su trabajo monumental en mecánica celes- 
te es definitivo. Probó la estabilidad del 
sistema solar, 
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TABLA 1.1 Pequeños bosquejos de grandes nombres y contribuciones 


a la dinámica (Continuación) 


Gauss (1777-1855) 
Neues Princip der Mechanik 
(Periódico de Crelle, TV, 
1829) 


Poisson (1781-1840) 


Coriolis (1792-1843) 
Traité de mécanique 
(París, 1829) 


Jacobi (1804-1851) 
Vorlesungen über Dynamik 
(editado por von Clebsch, 
Berlín, 1866) 


Hamilton (1805-1865) 
Lectures on Quaternions 


(1853 Essays) 


Inventó el principio de la mínima restric- 
ción. Contribuyó a la teoría del equilibrio 
de las superficies de los líquidos. Evolu- 
cionó los métodos para el cálculo de órbi- 
tas, los cuales todavía se utilizan. 


Introdujo el método de variación de pará- 
metros en la solución de problemas de di- 
námica, Discutió la estabilidad secular de 
las órbitas planetarias. Estudió la dinámica 
de los cuerpos elásticos (razón de Poisson). 


Dio su nombre a la pseudo fuerza —-2m 
(a X 1) debida al movimiento confinado a 
un marco de referencia que gira. Aplicó el 
nombre de “trabajo” al producto fuerza X 
distancia y denotó la “fuerza viva” por 
lJamu2— ahora conocida como energía ci- 
nética. 


Contribuyó a la teoría de la mínima acción 
demostrando que fv ds tiene un valor es- 
tacionario para la trayectoria dinámica, no 
necesariamente un mínimo o un máximo. 
Introdujo la función de sustitución, y de 
este modo contribuyó a la solución de la 
ecuación fundamental diferencial parcial 
de Hamilton-Jacobi, tan importante en la 
mecánica cuántica. 


Introdujo el concepto de las “funciones 
fuerza” — energía potencial con signo nega- 
tivo. Ideó una integral equivalente al prin- 
cipio de D'Alembert, que es, 


sf" (TV) d =0 


to 
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TABLA 1.1 Pequeños bosquejos de grandes nombres y contribuciones 
a la dinámica (Conclusión) 


Mach (1838-1916) 
Die Mechanik in ihrer Ent- 
wickelung (Leipzig, 1833) 


Herta (1857-1894) 
Principien der Mechanik 
(Leipzig, 1894) 


Poincaré. (1854-1912) 
Les méthodes nouvelles de la 
mécanique céleste 


(1892, 1893, 1899) 


Einstein (1878-1955) 
Die Grundlage der allge- 
meinen Relativitátstheorie. 
(Anales de Física, 49, 1916) 


Analizó exhaustivamente los fundamentos 
axiomáticos y filosóficos de -los conceptos 
de dinámica, tales como masa y fuerza. Cri- 
ticó y sistematizó la ciencia de la dinámi- 
ca tal como se conoce hoy en día. 


Criticó los fundamentos filosóficos y axio- 
máticos de la dinámica newtoniana. For- 
muló un sistema “sin fuerza” en que 
solamente se aceptaron los conceptos de 
tiempo, espacio y masa. Su principal punto 
de partida fue una combinación de la ley 
de inercia y el principio de mínima restric- 
ción. 


Creó mucho de la teoría de los invariantes 
integrales y de las ecuaciones diferenciales 
aplicables a la mecánica celeste. Introdujo 
métodos topológicos en el estudio de las 
órbitas periódicas. Contribuyó al estudio 
del problema de los n cuerpos, la estabili- 


. dad de los movimientos periódicos y la es- 


tabilidad de los flúidos que giran. 


En sus teorías de la relatividad especial 
(1905) y general (1915), Einstein introdu- 
jo los nuevos conceptos de espacio-tiempo 
necesarios en el estudio de las partículas 
atómicas que se mueven a elevadas veloci- 
dades. La masa variable (dependiente de la 
velocidad) y el tiempo variable son con- 
ceptos originales. 


Principiaremos con un postulado o axioma enunciado por John Ber- 


aplicable a una trayectoria dinámica, que 
es diferente a las trayectorias en el espacio 
cartesiano (este es el principio de Hamil- 
ton). Introdujo el concepto de odógrafa. 
Contribuyó a las ecuaciones hamiltonianas 
del movimiento, que ahora son tan útiles en 
dinámica analítica y mecánica cuántica. 


noulli en 1717. Este es el “principio de los desplazamientos virtuales” o 
bien como ahora se le llama “principio del trabajo virtual”. Esta es una 
forma de establecer el equilibrio de un sistema mecánico en términos 
de la energía, y en consecuencia, este principio pertenece al dominio de 
la estática; sin embargo, es interesante observar que puede tomarse como 
punto de partida fundamental, o axioma, de la dinámica. El princi- 
pio del trabajo virtual establecido en lenguaje vectorial moderno, es el 
siguiente: 
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mig = wW Wo = mog 


(a) (b) 
Fig. 1.2 
Sea un sistema de n partículas situadas en los puntos 7,, Ya ... Tn SO- 
metidas a un sistema de fuerzas F,, Fo ... Fa Sean 87,, 072 ... 07, dese 


plazamientos arbitrarios o virtuales (¡imaginados!), desplazamientos de 
las partículas que son compatibles con las restricciones impuestas sobre el 
sistema ya sea por cuerdas, reacción de superficie o agentes restrictivos 
semejantes. Entonces, el principio de Bernoulli de los desplazamientos vir- 
tuales establece que si el sistema está en equilibrio 
Ea S7 + Fat Ta Hete t Fn 87n [= O. 

Evidentemente esta suma de productos escalares representa el producto 
de fuerzas y desplazamientos, y en lenguaje moderno constituye el trabajo 
efectuado por las fuerzas sobre el sistema de partículas en los desplaza- 
mientos virtuales (o imaginados). 

Será suficiente una ilustración para fijar las ideas. Consideremos blo- 
ques de pesos W, = miz y Wa = mg unidos por una cuerda inextensible, 
colocados en ranuras lisas sobre planos inclinados, como se muestra en la 
figura 1.2, Imaginemos que el peso W, se mueve ligeramente hacia arriba 
del plano en el sentido de 87,. Este es un desplazamiento compatible con 
la condición de que W, permanezca sobre el plano y en la ranura; por 
otra parte, 37, es arbitrario. Análogamente, sea 87, un desplazamiento vir- 
tual de W sobre su plano lo tomaremos arbitrariamente hacia abajo. 
Puesto que la cuerda es inextensible, |87] = |872] y [Ta] = [To]. 

Ahora, por el principio de Bernoulli, el sistema estará en equilibrio si 


(mg + Ti + Ñ): 97, + (m7 + To + Na) > 87, = 0, 


donde Ñ, y N, son las reacciones de los planos sobre las masas. Efectuan- 
do los productos escalares, hallamos 


[mg cos (90% + 91) + [Ta] 11873) + 
- [mag cos (90° — 02) — |T2] ] |8r2] = 0 


y aplicando las condiciones de restricción, tenemos 


(—myy sen 9, + mg sen 02) [êr] = 0, 
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Pero, en general, |87,| es un desplazamiento arbitrario distinto de cero. 
Entonces esta expresión se anula solamente si 


mag sen 0, = Mag sen 0, 
ó l W, sen 0, = W. sen 0, 


Esta es la condición para el equilibrio deducida del principio de Bernoulli. 
Podría haberse obtenido de inmediato si se observa que W, sen 0, es la 
componente del peso hacia abajo del plano de la izquierda, la fuerza W, 
sen 02 es la componente del peso hacia abajo del plano de la derecha, y 
en el equilibrio son iguales. 


1.3 Principio de D'Alembert. D'Alembert, matemático francés del siglo 
xvm, introdujo en 1743 el concepto interesante de “pérdida” de fuer- 
zas a fin de aplicar a un sistema dinámico el principio de Bernoulli, Su 
intento fue reducir los problemas de la dinámica a problemas de estática 
ya resueltos (¡un artificio bien conocido de los matemáticos!) Insertare- 
mos aquí el contenido del principio de D'Alembert en su forma más útil, 
no en su forma original, 

Sean n partículas situadas en puntos 71, 72 ... Ya y sometidas a las 
fuerzas Fa, Fa ... Fa llamadas fuerzas impresas, las cuales, si las particu- 
las estuvieran en libertad de moverse, les imprimirían las aceleraciones 
dy = F/m, ... Gn = Fa/mn. Las n partículas pueden estar restringidas 
de alguna manera; en tal caso, solamente ciertas componentes de las fuer- 
zas F; estarán en posibilidad de poe movimiento. Denotaremos estas 
fuerzas efectivas por. h(i=12. n). Por la segunda ley de Newton sa- 
bemos que f; = msa;; entonces, pal = G; (¡=12 ... n) constituye 
la parte de fuerzas impresas que no son efectivas y que se denominan 
fuerzas “perdidas”. Por ejemplo, para un bloque de peso W que descansa 
sobre un plano inclinado liso (Fig. 1.3) la fuerza impresa es W + N, 
donde N es la reacción del plano sobre el bloque. La fuerza efectiva es 


Fig. 1.3 
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mā. A la fuerza efectiva con signo negativo algunas veces se la llama 
“fuerza de inercia”. Por lo tanto, la fuerza perdida es 


G =W 4+ N— mā. 
El principio de D'Alembert establece que las fuerzas “perdidas” cons- 
tituyen un sistema de fuerzas en equilibrio. Esto es, para un sistema de n 
particulas, por el principio del trabajo virtual se tiene 


n 
) (F; — mä) ° êT; z= 0. 
i=l 
Para ilustrar al respecto, consideremos nuevamente las masas m, y Me 
sobre los planos inclinados que se ven en la Fig. 1.2. Por el principio de 
D'Alembert, para las fuerzas impresas se puede escribir 


mig + N, + Ti Yo Mæ + Ny T; 
y para las fuerzas de inercia 
—M 04 y — Mode, 
donde a, y ú, son las aceleraciones efectivas que experimentan las masas 
ma, y mz respectivamente. Por lo tanto, las fuerzas perdidas son 
mg + N: + Ti — Mið Y mg+ NÑ, + T: -— Molz. 


Con los desplazamientos virtuales 87, y 87, y con las restricciones lay] = 
la) = a, 187,] = [87], |T,] = [To] impuestas por las conexiones, por el 
principio de D'Alembert tenemos 


(mg +N: + T, —mya,) * (87,) + (mg + Na + Ta — mā) * 87, = 0. 


Efectuando los productos escalares y aplicando las condiciones de restric- 
ción, hallamos 


| —mg sen 0, + Mog sen Qa — (m, + Ma) a| [8r,| =0. 


Pero |87,| es arbitrario, entonces para que esta igualdad se cumpla es ne- 
cesario que 

_ mg sen 0, s 

T Mı + Ma 


La aplicación elemental de fuerzas que no están en equilibrio lo confirman. 

Este simple ejemplo sirve para demostrar cómo el principio de 
D'Alembert conduce a las ecuaciones diferenciales de movimiento, ya 
que la aceleración a para cada masa es d*%/dt?, Los ejemplos más com- 
plejos rápidamente se analizan de la misma manera. Más que llevar a 
cabo esto, veremos cómo Lagrange (1736-1813) sistematizó el estudio de 
la dinámica a fin de reducir la deducción de las ecuaciones de movimien- 
to a un procedimiento formal, 
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Fig. 1.4 


1.4 Cálculo de variaciones. Al sostener una controversia fraternal Jaco- 
bo y Juan Bernoulli en 1690, propusieron el problema. “¿Cuál será la 
curva que formará una cadena o cuerda que cuelga suspendida libremen- 
te?” Correctamente razonaron que cualquiera que fuera la forma tomada 
por la cuerda, su centro de gravedad quedaría tan bajo como sea posible. 
Expresado en el lenguaje actual, esto significa que la curva y = y(x), 
que forma la cuerda (Fig. 1.4), será tal que 


1 b 
=i f yds 


es tan pequeña como sea posible. En esta expresión s es la longitud del 
arco total de la cuerda; és decir, ya que ds = [1 + (dy/dx)*'2 dx, exigi- 
mos que la curva y = y (x) sea tal que la integral. 


1 y? dyy Ph 
= 1 d 
< Sol -2 j 


sea un minimo. Este es un problema de cálculo de variaciones. La solu- 
ción, que no intentaremos presentar aquí, es la bien conocida catenaria. 
Los dos hermanos Bernoulli fueron los que dieron impulso al desarrollo 
del cálculo de variaciones. 


1.5 Formulación lagrangiana. Lagrange, uno de los primeros matemá- 
ticos de todos los tiempos, en su Mécanique Analytique (1788), partió 
del principio del trabajo virtual y del principio de D'Alembert, y mediante 
el cálculo de variaciones, recientemente desarrollado en aquel entonces, 
dedujo las ecuaciones de movimiento tanto para sólidos como para líqui- 
dos, Su punto de vista fue completamente diferente del de sus predeceso- 
res. Más que seguir el movimiento de cada masa individual de un sistema, 
Lagrange introdujo coordenadas generalizadas en igual número de grados 
de libertad del sistema. Por ejemplo, en el péndulo doble que se ilustra en 
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Fig. 1.8 


la Fig. 1.5, 0, y 02 son suficientes para especificar las posiciones de las 
lentejas del péndulo en cualquier instante. Si se utilizaran las coordena- 
das x y y, se hubieran hecho necesarias cuatro cantidades. Aquí el sistema 
tiene 2 grados de libertad siempre que el movimiento se confine a un 
plano. 

Lagrange expresó las energías cinética y potencial del sistema en tér- 
minos de las coordenadas generalizadas y de los velocidades qr y qe (k = 
1,2 ... m) para m grados de libertad. Habiendo expresado la energía 
cinética T y la energía potencial V en términos de ds y Gr, Lagrange 
demostró que el principio de D'Alembert podría expresarse en una forma 
variacional integral: 


ti 
sf E 


Introdujo la función L(qx, qx) = T — V que hoy se denomina función 


$i 

lagrangiana. Aquí la $ significa “tómese la variación de f (T—V dt 
do 

Esto es, se eligen las coordenadas qx y las velocidades correspondientes d, 


como funciones del tiempo t de tal manera que la integral tiene un valor 
mínimo o máximo cuando se compara a una “trayectoria” que se varía 


fi 
ligeramente en el tiempo entre to y t,. Hacer af (T—V) dt =0enel 
A 


cálculo de variaciones es semejante a igualar a cero la primera derivada 
dy/dx en el cálculo elemental para hallar un máximo o mínimo de y. 
Hoy llamamos a esta forma modificada del principio de D'Alembert prin- 
cipio de Hamilton, en honor del matemático irlandés William Rowan Ha- 
milton (1805-1865). 
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ta 
Lagrange demostró que $ L dt = 0 si se satisfacen las m ecuacio- 
to 


a) 0. Weno) 
dt 091 09% 
Ecuaciones similares fueron deducidas anteriormente por Euler (1707- 
1783) para resolver un problema variacional. Esas ecuaciones se conocen 
como ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange, o, por su contexto di- 
námico, simplemente ecuaciones de movimiento de Lagrange, que como 
veremos, son equivalentes a las ecuaciones de movimiento, se deducen de 
las tres leyes de movimiento de Newton. 

El método de Lagrange es directo, Primeramente lo ilustraremos me- 
diante un conocido problema y después analizaremos otro más complicado, 

Tomaremos el caso simple de un proyectil de masa m disparado a un 
ángulo a con respecto a la horizontal y con una velocidad 7, (Fig. 1.6). 
En cualquier instante t, su posición estará dada por las coordenadas 
(x, y); en este caso, éstas desempeñan el papel de coordenadas generali- 
zadas. Su energía cinética es 1/2 m(4? + 5?), donde x y y son las compo- 
nentes de la velocidad. Con la relación al suelo, su energía potencial es 
mgy.Por lo tanto, la función lagrangiana es L = 1j m(x + $%) —mgy. 
Tomando derivadas parciales, tenemos ` 

oL l dL no Lop 
E, A 0; y mg 

Las dos ecuaciones lagrangianas de movimiento, para los dos grados de 
libertad existentes, son 


nes diferenciales 


ES La PT 
di (3k) Ox L aN O 


o bien, en este caso, 
mx = y mý+mg=0 


Fig. 1.6 
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Por supuesto, éstas son equivalentes a las ecuaciones de Newton de movi- 
miento y producen los resultados conocidos para el movimiento de un pro- 
yectil en el vacio: 


x = (vocosæ)t; y = (vosen a) t—*/agt. 


Para poner de manifiesto la complejidad matemática que puede re- 
sultar de un problema físico relativamente simple, consideremos el péndu- 
lo doble que se muestra en la figura 1.5. El método de Lagrange es par- 
ticularmente efectivo para tratar problemas de este tipo. Si 9, y 9. son las 
coordenadas generalizadas, podemos expresar las coordenadas (x,y) de 
cada lenteja en términos de 9, y 02, después se calculan las velocidades 
0, y ĝa y se escriben las energías cinética y potencial en función de estas 
cantidades. Después de efectuar los pasos algebraicos necesarios, hallamos 


L=T-—V ="*J(m, + ma)1,20,? + JameliP0.? F moalrl20,0, cos(0, + 02) 
+ (mi + ma) gl, cos 0, + magls cosh. 
Por lo tanto 
oL 


zi. = (m, + mz) l20, + mzlılz0> cos (0, — 02) ; 
1 


oL © o 

gg, 7 —mMalil20102 sen (01 — 02) — (ma + ma) gl, sen 01; 
1 

OL 

z5 TE Mal? 0, + malilz0, cos (0, pa 02) ; 
2 


oL 
007 


y las ecuaciones lagrangianas de movimiento llegan a ser para 0,: 


== malr1,0,0, sen (0, — 02) — Magl sen 0, 


(mı -+ m2) 1,0, + mlb cos (0, — bo 2) + malað? sen (9, — ĝo) 
+ (mı + ma) g sen 9, = 0; 
para 0z: 


Lô + 1,8, cos (0, — 82) — 0, sen (0, — 02) + g sen ba == 


Estas ecuaciones se pueden resolver simultáneamente para obtener las ace- 
leraciones ĝ4 y 6». Se recomienda al lector identificar los diversos términos 
contenidos en estas ecuaciones a fin de observar las fuerzas gravitacionales, 
las fuerzas centrífugas, las reacciones en las cuerdas y así sucesivamente, 
las cuales actúan sobre cada masa. El método de Lagrange convierte el 
análisis de un sistema complejo como éste en un proceso más o menos 
rutinario. Se gana una economía considerable en la atención. 

Con lo anterior se ha intentado bosquejar brevemente cómo, partien- 
do del postulado básico expresado por el principio de Hamilton, una es- 
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tructura matemática formal conduce a las ecuaciones de movimiento que 
describen el fenómeno dinámico tanto como las ecuaciones que resultan 
de las leyes de Newton. 

Durante la última mitad del siglo xrx no se enunciaron nuevos prin- 
cipios de dinámica, Los avances de Hamilton, Jacobi, Poincaré y otros en 
el terreno de las matemáticas se aplicaron a la teoría dinámica, produ- 
ciendo resultados de mayor alcance. Por ejemplo, Hamilton consideró si- 
multáneamente los momentos y las coordenadas como parámetros funda- 
mentales para describir el movimiento; al hacer esto, obtuvo dos ecuacio- 
nes diferenciales de primer orden por cada grado de libertad en lugar de 
una ecuación de segundo orden tal como la de Lagrange o la de Newton. 
Esta idea condujo a las consideraciones del espacio fase en el que los ejes 
son las cantidades de movimiento y las coordenadas. Un punto en este 
espacio describe la posición y la cantidad de movimiento, esto es, el estado 
del sistema en cualquier instante. La mecánica cuántica y la mecánica del 
movimiento molecular en los gases hace uso constante de la noción de 
espacio fase. La tabla 1.1 presenta pequeños bosquejos de las contribu- 
ciones hechas en dinámica por los grandes científicos, desde el tiempo de 
Arquímedes hasta alrededor de 1950. La materia es vasta, y las matemá- 
ticas necesarias para su estudio aún están evolucionando. En el estado 
actual del mundo en que los Sputniks, Exploradores, aviones a chorro, 
cohetes y estaciones del espacio son temas comunes que se discuten y ex- 
perimentan, obviamente la teoría dinámica juega un papel muy impor- 
tante. No hay que dudar que veremos avances importantes en la tecno- 
logía, pero no se preven nuevos principios básicos. ¿Quién sabe qué forma 
podrán tomar los principios mecánicos del futuro? 


Cinemática 


2.1 Introducción. La dinámica es el estudio de la interacción de las ma- 
sas y de las fuerzas, y de los movimientos correspondientes. El objeto de 
este estudio es desarrollar la capacidad para formular expresiones mate- 
máticas que describan estas interacciones, cuando menos con la exactitud 
que se requiere para un problema dado. Tal como se ha hecho para in- 
tentar describir la Naturaleza mediante modelos matemáticos, frecuente- 
mente deben establecerse suposiciones que simplifiquen un problema, pero 
los resultados que se obtengan continuarán siendo útiles mientras puedan 
confirmarse por el experimento y con la precisión necesaria. 

Algunos ejemplos ilustrarán este punto. En algunas investigaciones 
dinámicas es común suponer que las masas que intervienen son rígidas; 
esta afirmación es lo suficientemente exacta para muchos problemas de 
dinámica en que los movimientos de los cuerpos como un todo son grandes 
comparados con sus deformaciones, y se obtiene un resultado útil despre- 
_ciando las desviaciones de la rigidez perfecta. Sin embargo, en el estudio 
de una viga que vibra no puede emplearse esta suposición cuando inicial. 
mente nos interesen los desplazamientos de las partículas que conforman 
la viga. A menos que se especifique lo contrario, los objetos que se discu- 
tan en este texto se considerarán rígidos, es decir, la distancia entre dos 
puntos cualesquiera y el ángulo formado por dos rectas cualesquiera situa- 
das en el cuerpo se considerarán constantes. 

Utilizaremos en la formulación de algunos problemas el concepto de 
masa puntual o partícula como otra suposición que simplifica el problema. 
Aunque la masa de un objeto está distribuida en toda la región que ocupa, 
en algunas circunstancias se obtiene una exactitud satisfactoria si se 
considera que la masa está concentrada en un punto; esta aproximación 
es adecuada particularmente si la longitud de los parámetros importantes 
que describen la geometría del movimiento son grandes comparados con 
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las dimensiones del objeto, o bien si éste está sujeto a una traslación pura 
sin rotación; el balanceo de una rueda de automóvil es un ejemplo ligera- 
mente alterado de esta idea. El radio de la rueda que describe el movi- 
miento de la masa efectiva es grande en relación con el ancho de la llanta, 
justificándose la suposición común de que la rueda y la llanta son un 
disco de espesor despreciable. Normalemente el balanceo se lleva a cabo 
agregando pesos en el plano del disco, y ninguna distinción se hace si los 
pesos se sitúan en la periferia exterior o interior o bien en ambas. 

La aplicación de nuestro conocimiento científico de dinámica a pro- 
blemas reales de ingeniería, generalmente requiere que se efectúen aproxi- 
maciones a fin de obtener el análisis del problema en un tiempo razonable. 
Sin embargo, los principios fundamentales deben ser claramente estable- 
cidos, las magnitudes físicas que intervengan deben ser definidas con pre- 
cisión y las aproximaciones deben tenerse presentes y calcularse en cada 
paso si se quiere obtener un resultado satisfactorio, 

En dinámica aparecen dos tipos comunes de problemas: la determi- 
nación del movimiento de un cuerpo o cuerpos bajo la influencia de un 
conjunto dado de fuerzas, e inversamente, la determinación de las fuerzas 
necesarias que impartan movimientos que se desean a un objeto o grupo 
de objetos. El vuelo de un cohete es un ejemplo del primer tipo de pro- 
blema, puesto que a menudo es necesario predecir la trayectoria del 
vehículo bajo la influencia de su fuerza de empuje, la resistencia atmos- 
férica, los medios de control y la fuerza de gravedad. La segunda clase de 
problemas de dinámica se encuentra con más frecuencia en el análisis 
de mecanismos de maquinaria, esto es, las partes móviles de una cierta 
máquina. La configuración geométrica de un mecanismo determina los 
movimientos de sus elementos, mientras que las fuerzas que actúan sobre 
cada uno de ellos se deben hallar de tal manera que puedan proporcio- 
narse adecuadamente para soportar las cargas necesarias. 

En ambas situaciones es esencial un significado preciso del movimien- 
to inherente. En consecuencia, las características del movimiento y su es- 
pecificación, que es el estudio de la cinemática, se considerarán como an- 
tecedente para discutir los principios fundamentales de la dinámica. 

Las ideas intuitivas de espacio y tiempo forman la base para el estudio 
de la cinemática. El tema, como se presenta en este texto, es una aproxi- 
mación clásica o newtoniana; así, se utilizarán las nociones de que el 
espacio tiene tres dimensiones y el tiempo solamente una. En mecánica 
relativista no existe, en sentido absoluto, tal cosa como tiempo, pero en 
la mayoría de los problemas que se presentan en ingeniería se desprecia la 
diferencia entre los análisis hechos desde el punto de vista newtoniano y 
el relativista. 
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La especificación de una posición en el espacio exige tres números, que 
pueden ser coordenadas cartesianas comunes (x,y,z), o bien, en una 
situación particular podría describirse más convenientemente con el uso 
de coordenadas cilíndricas, es decir, la longitud de un radio, la distancia 
a lo largo del eje cilíndrico y un ángulo; en coordenadas esféricas, dos 
ángulos y la longitud de un radio; o bien en algún sistema de coordena- 
das menos familiar, su propósito sería simplificar el análisis de un proble- 
ma particular, Independientemente del sistema que se utilice, siempre se 
requerirán tres coordenadas para localizar un punto en el espacio. 

Se supondrá que el tiempo es el mismo en todo nuestro espacio, es 
decir que dos observadores situados en dos puntos cualesquiera estarán 
de acuerdo de cuándo se ha producido un suceso. Estas nociones parecen 
obvias pero debe comprenderse que son suposiciones sobre las cuales los 
investigadores deberán ponerse de acuerdo, más bien que una verdad 
divina. 

La localización de una posición o un punto en términos de tres coor- 
denadas requiere un marco de referencia que incluye un origen y conve- 
nientes direcciones axiales de coordenadas. El investigador está obligado a 
buscar un sistema absoluto de coordenadas, esto es, un sistema con origen 
fijo y direcciones axiales fijas. Las posiciones y movimientos referidos a 
tal marco se denominan “absolutos”. Si existe un marco de referencia ab- 
solutamente en reposo, un observador no puede ser capaz de distinguirlo 
de cualquier otro que estuviera moviéndose con respecto a él a velocidad 
uniforme y sin rotación. El observador puede determinar que existe mo- 
vimiento relativo entre los dos, pero no puede percibir cuál está en reposo 
y cuál en movimiento; no obstante, es conveniente imaginar un marco 
de referencia absoluto y dejar su identificación a las preguntas que se 
hacen en el problema que se analiza. Para la mayoría de los propósitos 
de ingeniería es conveniente un sistema de coordenadas fijos en relación 
con la Tierra. 


2.2 Definiciones. Consideremos la especificación de movimiento en un 
sistema absoluto de coordenadas. De los diversos sistemas que podrían 
utilizarse, la discusión se limitará a los sistemas de ejes que son mutua- 


z 


Fig. 2.1 
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7 Fig. 2.2 


mente ortogonales. Primeramente se considerarán coordenadas cartesia- 
nas que se forman mediante tres ejes mutuamente perpendiculares orien- 
tados como se ve en la figura 2.1. 

El sistema que se ilustra recibe el nombre de sistema dextrógiro de 
ejes (x, y, 2). 

Utilizando un sistema de coordenadas cartesianas cuyo origen se elige 
arbitrariamente, se puede considerar la posición de un punto en el espacio. 

El punto P, de la figura 2.2, se sitúa con relación al origen fijo me- 
diante el vector 7 o sea OP. 

En este texto se representará un vector por una letra o un par de letras 
sobre las cuales se coloca una barra. La misma letra o letras sin la barra 
designarán la magnitud del vector que es un escalar. Por lo tanto, en el 
caso que estamos considerando el vector es 7 o bien OP y su longitud se 
representa por r o bien OP. Si se comprende la regla para la adición de 
vectores se verá que 7 se puede expresar como la suma de sus componen- 
tes vectoriales: 

F= ÖP = zty 
Es muy frecuente y de gran utilidad tratar por separado la magnitud y 


dirección de un vector, lo cual se logra cuando cada componente vecto- 


rial se escribe como el producto de su magnitud escalar y un vector uni- 
tario en la dirección de la componente. Debido a que 2, 7 y k son vectores 


unitarios en las direcciones x, y y z, respectivamente, entonces 


F = xi + y + zk. 
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Nótese que los coeficientes de los vectores unitarios son las coordena- 
das del punto P. En vista de que estas coordenadas fijan la posición del 
punto en el espacio, el vector 7 se denomina vector de posición. 

A menudo es conveniente definir un vector unitario a lo largo de 
cualquier dirección; este vector se representará por Z. También es conve- 
niente asociar un índice apropiado al vector unitario a fin de identificar 
la cantidad. Por ejemplo, con relación a la figura 2.3: 

r = fē, Aquí r es la longitud de 7, esto es, r = Y x? + y? + z, en tanto 
que Z, es un vector unitario que tiene la dirección y el sentido de 7 u OP. 

Supongamos ahora que el punto P fuera una cuenta ensartada en un 
alambre curvado y que se localiza en el espacio mediante el vector de 
posición 7, como se ilustra en la figura 2.4. 


P(x, y, 2) 


Fig. 2.4 


> y 


34 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS 


> 


Fig. 2.5 


Supongamos que la cuenta se mueve a lo largo del alambre y que 
su movimiento se expresa en términos de la variación del vector 7. Si la 
cuenta se mueve del punto P al punto P,, el vector AF representa el cam- 
bio en la posición de la cuenta. Un cambio de posición se denominará 
desplazamiento. En forma de ecuación vectorial formal se deduce que el 
desplazamiento AF = 7, —7. Nótese que el desplazamiento es una canti- 
dad vectorial, y que posee magnitud, dirección y sentido. Ver figura 2.5. 

La posición de la cuenta a lo largo del alambre se puede expresar ya 
sea como una función del tiempo o como una función de la longitud de 
la trayectoria que se describe desde algún punto inicial, Si Ar ocurre en 
un intervalo de tiempo At, entonces A7/At representa la razón media de 
la variación de 7 por unidad de tiempo o sea 

Ar di. 
250 AE de 
Esta razón de variación del desplazamiento con respecto al tiempo se de- 
fine como la velocidad 7: 


DEZA (2.1) 


Las derivadas con respecto al tiempo se identificarán colocando un 
punto sobre la cantidad que se ha derivado; la segunda derivada con res- 
pecto al tiempo d*7/dt? se puede escribir F. 

Se puede determinar la dirección del vector velocidad examinando la 
figura 2.6. E 

La longitud del arco PP, se define como As, de manera que im 


AF/As = dř/ds = (1)%;, donde la cantidad Z; es un vector unitario tan- 
gente a la trayectoria en el punto P. De la ecuación 2.1 se sigue que 
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Fig. 2.6 


«a 


¿AN (as 
T di \dsj \dt 
ds 


J= qe = 54. E 


El término s es la razón de variación con relación al tiempo de la distan- 
cia recorrida a lo largo de la trayectoria y se puede definir como la rapi- 
dez v. La rapidez es la magnitud de la velocidad. Por lo tanto 


Y = Uë. (2.3) 
El vector velocidad es tangente a la trayectoria. i 

Para ilustrar la variación de la velocidad como una función del tiem- 
po, consideremos el diagrama de la figura 2.7, donde se ven los vectores 
que representan la velocidad de la cuenta en los puntos P y P,. 

Se ha construido el polígono de vectores de la Fig. 2.7b para ilustrar 
la variación de la velocidad que se denota por AV. Si el cambio de la ve- 
locidad AY ocurre en el intervalo de tiempo At, entonces AŬ/At es la ra- 
zón media de la variación de Y por unidad de tiempo. Entonces 

. AÙ dü 
lim — = =. 
a1>0 At dt 
La razón de variación de la velocidad con: respecto al tiempo se define 
como la aceleración 4. 


Or 


_ du , 

d= == V (2.4) 
En términos del vector de posición 7, la aceleración es 

_— d? . 

ad = de = F, (2.5) 
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La dirección de la aceleración referida a sistemas convenientes de coorde- 
nadas se estudiará en las últimas secciones. 


En este punto debemos aclarar cierta ambigúedad en la notación. Los 
simbolos F, F, F, etc., representan vectores, mientras que r, 7, Y representan 


escalares. Sin « caba go, aun cuando r es la magnitud de 7, r representa la 
razón de variación de r pero no necesariamente la magnitud de 7. Por 
ejemplo, en la figura 2.8 se ve un miembro ranurado que va a girar alre- 
dedor del punto O, haciendo que el bloque deslice hacia afuera por la 
ranura a lo largo del miembro. Se fija la posición de un punto P del blo- 
que mediante su vector de posición. 
F = YEp. 

Al derivar con respecto al tiempo el vector de posición 7 se halla que la 
velocidad de P respecto a O es la suma de dos componentes; += të, + rŠ, 
La magnitud de + que podría escribirse |F|, es diferente de ř, la que sola- 


mente es la magnitud de una de las componentes; sin embargo, si el vector 
se escribe como F = y entonces || se puede escribir correctamente como 


v, que es la magnitud del vector velocidad. Esta magnitud escalar gene- 
ralmente se conoce con el nombre de “rapidez” para distinguirla del vec- 
tor “velocidad”, y es la razón con respecto al tiempo en que el punto 
recorre su trayectoria. El velocímetro de un automóvil en realidad es un 
medidor de rapidez puesto que sólo indica magnitud pero no dirección 
ni sentido. 

La tercera derivada del desplazamiento con respecto al tiempo d*7/di* 
o bien 7 ha adquirido importancia en ingeniería desde que la rapidez de 
operación de las máquinas ha ido creciendo, también en algunos mecanis- 


kei] 


(6) 


Fig. 2.7 
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mos tales como el que se utiliza para operar las válvulas de admisión y 
escape de las máquinas automotrices; esta tercera derivada se debe tener 
en cuenta y mantenerse a ciertos valores razonables. Debido a que 7 repre- 
senta la razón de cambio de la aceleración, representará la razón de va- 
riación de la fuerza resultante responsable de la aceleración. Un valor 
grande de esta derivada significa una carga súbita en la máquina. Se le 
han dado varios nombres, tales como: segunda aceleración, pulso y jerk. 

Consideremos ahora las derivadas con respecto al tiempo del vector de 
posición 7 escritas con relación a un sistema fijo de coordenadas cartésia- 


nas. El vector es F = xt + y] + zk, entonces la velocidad es 
A A di, dz ~- ¿E 
o O del + rd da 


Puesto que 7, j y É se definen como vectores de magnitud constante (la 
unidad) y con dirección y sentido fijos, 


y 
~- d dx. dy, dz% 
aa Ea T 
-o sea 
D= ki + yj žk. (2.6) 
Por lo tanto, la rapidez de la cuenta es 
i v = VA (2.7) 
La aceleración es 
_do_dF č dxa Pya Ëz 
R e 
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O sea | 
a= 4y + ¿k (2.8) 


y su magnitud 
SS a= Nt 4322, (2.9) 
Las derivadas sucesivas se pueden escribir de una manera similar. 
Para ilustrar el uso de estas expresiones, consideremos algunos ejem- 
plos. 


Ejemplo 2.1. Una cuenta se mueve alrededor de un alambre doblado en forma 
de circunferencia de radio b, el alambre está en el plano xy. El ángulo formado 
por el vector de posición y el eje x es Y. Determinar la velocidad de la cuenta 
cuando ¿ = 2 seg suponiendo que Y = Ct radianes donde C = 7/4 rad/seg; 
b = 15 cm. 

Con relación a la figura 2.9, el vector de posición es 


7 = xi + y] + zk, 


donde 
x = bcos, y=bsen9, y z=0Q. 
Sustituyendo, 
7 = b(cos0ī + sen 07). (a) 
La velocidad es a ; 
v = F7 = b(— sen 0 01 + cos 0 07). (b) 


Puesto que 
0 = q! rad, entonces  Ó= q Tad/seg, 
Cuando t = 2 seg, 


La velocidad es 


SS 


y 


Fig. 2.9 
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o sea 

an 157. 

Va — Ti cm/seg. 

4 
Podemos comprobar la dirección y el sentido de la velocidad; ya que el vector 
velocidad siempre es tangente a la trayectoria, entonces, cuando 0 = m/2 rad, 
deberá estar en la dirección negativa de x. 
La rapidez es 


cua _ 15 
v=V 442 a cm/seg. 


Ejemplo 2.2. Determinar la aceleración de la cuenta del ejemplo 2.1 cuando 
t = 2 seg si 0 = Ct? rad. Supóngase que C = 7/8 rad/seg/seg y b = 15 cm. 
La aceleración se puede obtener derivando la ecuación (b) del ejemplo anterior. 
Entonces 


ds A = 7 = b[(— cos 0 0? — sen 9 9)7 + (— sen 9 0? + cos 9 ĝ) 7). (a) 


Puesto que 
az 2 po IS 
0=38, entonces dt y 0 4 
Cuando ¿ = 2 seg. 
= zad, 0 = z rad/seg, y f = q rad/seg/seg 


La aceleración es 


a=1 


-e (5) (5) (2) (7) + 
E-00-=00) 


qu 

AAA 
| 
an 
2 


OE A 
ā = —= 13 ™/seg 
o sea 
2 
ī= E (E + 73) cm/seg?. (b) 


La magnitud de la aceleración es 
a= NP +y += izy 1 + x° cm/seg’. (c) 


Ejemplo 2.3. Una cuenta se mueve a lo largo de un alambre doblado en la 
forma de caracol dado por la ecuación r = a cos Y + b. El alambre está en 
el plano xy. Determinar la velocidad y aceleración de la cuenta cuando t = 1 
seg si Y = Ct? 4 Dt* rad. Sea a = 10 cm, b = 15 cm, C = 4/5 rad/seg? y 
D = —37/10 rad/seg* (Fig. 2.10). 

Como en los ejemplos anteriores, el movimiento está restringido a un plano. 
En consecuencia el vector de posición es 


T=x1 + y) 
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Fig. 2.10 


donde 
x = (acos + b) cos0, y= (acosó + b) sen 9. 

Sustituyendo, 

7 = (acos + b)(cos0 1 + sen 03). (a) 
Las derivadas sucesivas de 7, con respecto al tiempo, dan las expresiones para 
la velocidad y la aceleración. La velocidad es 
Do Yo (— a sen 6 9) [cos 01 + sen 07] + 

(acos -+ b)[—sen 0 01 + cos 9 07, 


9 = [-—2a sen 0 cos 9 9 — b sen 0 ôi + [a(cos?9 — sen? 0) + b cos 6 07, 
O sea 

D =-—4 ( [a sen 20 + b sen 0 — [a cos 29 + b cos 8); ). (b) 
La aceleración es 


a = —4 { [a sen 20 + b sen 0 — [a cos 20 + b cos 0J} } — 6? { [2a cos 


20 + bcos Ofi + [2a sen 20 + b seng} }. (c) 
En vista de que 


2 
A (a) 
8r 6r 
8 = T t — A , (e) 
i 8 18 
T T 
a (f) 
Cuando f = 1 seg 
dr 3 
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> 87 r č 2r 
0 == rad/seg, (A) 
i 8 18 
= E = -—2r rad/seg”. (i) 


Sustituyendo estas cantidades en la ecuación b, la velocidad resulta ser 


= (5) ¡Po sen 2(5) j 15 sen (5) | 
| 10 cos 2 (5) + 15 cos (2) | ) 


ae E LN 


5 
o sea 
U = —- 2r [3? + 27] cm/seg. (j) 
La rapidez es v = 2n V9 +4 = 27 Y 13 cm/seg (k) 


Para la aceleración 


= — (— 2r) ¡[ 10 sen 2 (5) + 15 sen (2) | 
—| 10cos2 (F) + 15 cos j ] 

— (5) 1 (2) (10) cos 2 (5) + 15 cos (5) | 
a [oa sen 2 (5) + 15 sen (3) | z) 


= 2m[15 + 107] (5) [201 + 157), 


3 tr le z 
a = 207 a+ +os Ji + ES | OS (1) 


Los primeros ejemplos han sido problemas en el plano. Estudiaremos 
ahora el siguiente problema tridimensional. 


El] 


Ejemplo 2.4. Un punto se mueve con rapidez constante a lo largo de una tra- 
yectoria helicoidal. Determinar la rapidez y la magnitud de la aceleración del 
punto móvil. 

En coordenadas cartesianas la posición del punto queda determinada por 


x = acos bt, 
y = asen bt, (a) 
2 == ct, 
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Fig. 2.11 
Entonces Ñ 
Tp = acos bti + asen btj + ctk. (b) 
Tomando derivadas sucesivas, 
öp =F = —ab sen bi ï + ab cos bt} + ck, c 
dy = Y = —ab? cos bt 1 — ab? sen bt}. (d) 


La rapidez del punto a lo largo de la curva está dada por la ecuación 2.7 
Up =V +9 + ¿= Y ab? sen? bt + a*b? cos? bt + e?, 
Up = V ab? + e, (e) 


La magnitud de la aceleración del punto se puede determinar mediante la ecua- 
ción 2.9. 


ap = NE +7 +Z = V abi cos? bt + albtsen? bt, 
2 


ap = ab’. (1 


Fig. 2.12 
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La posibilidad de escribir y calcular las derivadas sucesivas con res- 
pecto al tiempo de los vectores de posición, permite la determinación de 
las velocidades y aceleraciones no solamente de puntos y partículas, sino 
también de los elementos de un mecanismo. (Se define un mecanismo 
como el conjunto de cuerpos rígidos interconectados cuyo fin es transmi- 
tir o modificar el movimiento.) Los siguientes ejemplos ilustrarán sobre 
el particular. 


Ejemplo 2.5. La barra AB gira alrededor de un pasador en Á y está unida a 
un bloque que se desliza en una ranura del miembro G, este miembro está en 
posibilidad de moverse en una guía. (Este mecanismo algunas veces se deno- 
mina “yugo escocés”.) Determinar la aceleración de C cuando 0 == 60%. Su- 
póngase l = 30 cm y Y = ct donde c = 7/6 rad/seg. 

Al estudiar el mecanismo de la Fig. 2.12, se puede ver que el desplazamien- 
to del miembro ranurado es igual a la componente del desplazamiento vertical 
del punto B de la varilla AB. Por lo tanto, las aceleraciones correspondientes 
también deben ser iguales y, en consecuencia, si se puede determinar la acele- 


ración de B, la aceleración del bloque C que se pide queda determinada. El 


punto B es el extremo de una varilla que está girando; por lo tanto, B describe 
una trayectoria de radio constante. Eligiendo el sistema de ejes coordenados que 
se muestra, se puede efectuar el análisis del movimiento de B como en el 
ejemplo 2.1. 
De la figura 2.12, 
Ta = l(cos 9 1 + sen 07). (a) 
Entonces S 
7g = l(— sen 0 0i + cos 8 07) 
o sea l 


fs = lð (— sen 01 + cos 07). (b) 
La aceleración es l 


Fa = Iĝ (— sen 0 ï + cos 05) + 19(— cos 0 ġi — sen 0 07) 


o sea 
a = l (— sen 0 + cos 0 7) —18?(cos 0 7 + sen 0 7). (c) 
La aceleración pedida se puede representar por Fo. Puesto que Fo = Yah entonces 
y = [+18 cos 9 — 16? sen 07. (d) 


Para este sistema, 0 = (7/6)t, de manera que 0 = 5/6 y ð = 0. El hecho de 
que = 0 sugiere que la barra AB gira a una razón constante de r/6 rad/seg. 


Sustituyendo, 
2 
fa = |—0(<) sen ©] 73, 


ay 3 
2.4 


Ejemplo 2.6. Una varilla está unida en sus extremos a dos bloques deslizantes 
que están obligados a moverse como se muestra en la figura 2.13. La caída de 


ta = — 7 cm/seg”. (e) 
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Fig. 2.13 


la varilla es tal que el ángulo ĝ crece positivamente a una razón constante de 
4 rad/seg. Cuando 0 = 30%, se sabe que la velocidad del bloque A es de 2 
m/seg hacia abajo. Determinar la velocidad y aceleración del bloque B en este 
instante. Supóngase L = 1 m. 

Los bloques deslizantes A y B tienen el mismo movimiento que los extremos 
de la varilla. Por lo tanto, en este problema interviene la relación entre dos 
puntos de un miembro común. Ántes de escribir los vectores de posición, se 
debe elegir y colocar un sistema de coordenadas. El sistema que se muestra está 
orientado de manera que los movimientos de los puntos Á y B ocurran a lo 
largo de los ejes coordenados, así mismo el origen está situado convenientemente. 

Debido a que se pide el movimiento de B, escribiremos Fp. Es conveniente 
hacer notar que al escribir los vectores de posición se debe utilizar tanta infor- 
mación dada y conocida como sea posible. En este caso, Fg es más sencillo escri- 
birlo en la forma 

Fa = Y tan 0 2. (a) 
Entonces 


Fa = [y tan 0 + y sec? 9 ôk (b) 
Nótese que y y ý, 0 y Ê todas son cantidades conocidas. La aceleración es 
a = [y tan 0 + y sec? 0 Å PO sec? 6 Ò + 2y sec? 0 tan 0 6? + y sec? 0 F 
o sea 
Ës = [y tan 9 + 250 sec? 9 + 290” sec? O tan O + yd sec? OF. (c) 


En la ecuación c solamente se desconoce y. Escribiendo un vector de posición 


del punto A, es posible relacionar y con las derivadas de Y respecto al tiempo 
que son conocidas. De la figura 2.13, 


Fa =Lcos07. | (d) 
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Entonces , 

Fa = —L sen 0 07 (e) 
y ; iz 

Fa = —L(cos 0 0* + sen 9 0)j. (f) 
Admitiendo que Fa ="y1, entonces 

ï = —L(cos ð 0? + sen 9 0). (g) 


Todas las cantidades contenidas en la expresión para 7g ahora son conocidas 
o pueden calcularse. En el instante en que se estudia el sistema Y = 30%, $ = 


-+4 rad/seg, 8 =0 y y = —2 m/seg. Consecuentemente, de la ecuación b se 
obtiene la velocidad 


MS 


Ya = 2/3 i m/seg. (h) 


De la ecuación g 


pai [ES (4)? + o] = 813 


Sustituyendo en la ecuación <, se obtiene la aceleración 


h= [ (—8V3) G) + (2) (—2) (4) (5) i 


PROKO 


Fa = -—87 m/seg’. | (i) 


O sea 


Pa 


tl 


3.2. Movimiento de un cuerpo rígido. En los ejemplos anteriores m- 
tervino solamente la descripción del movimiento de un punto en el espa- 
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ES 


z E AF = Ap 
AS 


rA 


x 


cio o de un punto perteneciente a un cuerpo rígido. Consideremos ahora 
el movimiento de un cuerpo rígido en un sistema fijo de coordenadas 
Xo, Yo, Zo. Se fija, al cuerpo móvil, un segundo sistema de coordenadas 
x, Y, z. Si permanecen constantes los ángulos formados por las parejas de 
ejes correspondientes, es decir, Xy y x, Yo y y, Zo y z, se dice que el mo- 
vimiento es una “traslación”. Todos los puntos del cuerpo describen tra- 
yectorias paralelas con relación al sistema fijo y tienen la misma velocidad 
en cualquier instante. Si estas trayectorias son líneas rectas, como sucede 
en el movimiento del émbolo en el cilindro del motor de un automóvil, 
se dice que el movimiento es una traslación “rectilínea”; si las líneas son 
curvas, la traslación es “curvilínea”. La ilustración de la figura 2.14 re- 
presenta la barra lateral de una locomotora. Este eslabón describe una 
traslación curvilínea con relación al sistema de la locomotora y con rela- 
ción a la Tierra cuando la vía es recta y plana. 

Si el cuerpo de que se trata en un principio, se mueve de tal manera 
que varía cualquiera de los ángulos formados por los ejes de un sistema 
fijo y los ejes unidos al cuerpo, entonces el movimiento del cuerpo incluye 
alguna rotación. Si un punto está fijo en el cuerpo, siempre se podrá 
hallar una recta que pase por ese punto a lo largo de la cual, al menos 
en un instante dado, todos los puntos están en reposo. Para ese instante, 
esta recta es el eje de rotación y se dice que el movimiento es una rotación 
pura ya que, todos los puntos del cuerpo describen trayectorias circulares 
alrededor del eje. 

Demos ahora un vistazo al fenómeno llamado rotación. La figura 2.15 
muestra un cuerpo rígido con un punto fijo O, Supongamos que el cuerpo 
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Fig. 2.16 


gira en un ángulo 9, alrededor del eje z. El ángulo 0, se puede medir en 
cualquier plano normal al eje z. Un punto P, localizado por su vector de 
posición 7 se mueve a una nueva posición P4. 

Ahora 

F=L+ P, 
donde L está a lo largo del eje z y p está en el plano de rotación, ésto es, 
perpendicular al eje. Debido a que el cuerpo es rígido, el punto P ha des- 
crito un arco circular de radio p alrededor del punto C sobre el eje z. 
Puesto que L es constante, 
AF = Ap. 

Para describir la rotación, definiremos un vector unitario a lo largo 
del eje de rotación de acuerdo con la siguiente regla de la mano derecha: 
si se curvan los dedos de la mano derecha alrededor del eje y en el sentido 
de la rotación del cuerpo, el pulgar señalará la dirección y sentido del 
vector unitario. En este caso el vector unitario es el vector k. 

Se puede describir el desplazamiento angular utilizando las propie- 
dades convencionales asociadas con un vector, que son: la dirección, en 
la forma de un eje de rotación (o sea una normal a los planos de rota- 
ción), el sentido (en el mismo sentido o contrario al de las manecillas del 
reloj, ésto es, levógiro o dextrógiro) y la magnitud 0,; este desplazamien- 
to angular finito descrito por el segmento orientado zk, no obedece las 
reglas de la adición vectorial; en este caso, no es conmutativo. Si se suman 
dos rotaciones finitas, el efecto resultante sobre la posición de un cuerpo 
rígido no es independiente del orden en que se lleve a a cabo la suma. 

Las figuras 2.164 y 2.16b ilustran sobre este punto. En la figura 2.164, 
al objeto que está en el plano zx se da una rotación de 90%, primero al- 
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rededor del eje x, después alrededor del eje z. En la figura 2.16b, el orden 
es primero alrededor del eje z, después alrededor del eje x. Debido a que 
los puntos del cuerpo quedan en posiciones totalmente diferentes, la adi- 
ción de rotaciones grandes evidentemente es más compleja que la simple 
adición vectorial, Aquí, 


Sin embargo, hallamos que si las rotaciones se restringen a cantidades 
infinitesimales entonces el efecto sobre la posición resultante de un cuerpo 
rígido no queda afectado por el orden en que se efectúen las rotaciones. 
Primeramente consideremos el efecto de una rotación infinitesimal A0,k 
sobre la posición de un punto P localizado sobre un cuerpo rígido por el 
vector de posición 7 que se ve en la figura 2.17. Después de una rotación 
infinitesimal A6¿k alrededor del eje z, el punto P se mueve a la nueva 
posición P4. El radio del arco descrito por P es 


p = |F] sen g. 
La longitud del arco As, descrito durante esta rotación infinitesimal es 
AS =p A8 Ze 


Fig. 2.17 
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Además, 
AF] 
lim lar] = l, 
Asi>0 Asi 
Así que 


¡AF,| = |7] sen q Abs. 

Ahora l 

[r] sen $ = [k x 7| 
y se ve de la figura 2.17 que el vector AF es normal al plano que contiene 
al vector unitario k y al vector de posición 7. Además, la dirección y sen- 
tido de AF son los mismos que los correspondientes al vector que se obtiene 
formalmente de la operación vectorial k X 7. Se deduce que 

AT, Z Abr k XT. 

Si aplicamos ahora una rotación adicional Aĝ,ï (rotación infinitesimal 
alrededor del eje x), admitiendo que el nuevo vector de posición es 
7 + AT,, se sigue que el desplazamiento infinitesimal resultante Arz es 

AF: © Abst Xx (F + AF). 
Una tercera rotación A0,j producirá un desplazamiento infinitesimal 
AF, que será 
AT; Z A07 X (F + AT, + Arz). 
Si AF representa el desplazamiento infinitesimal total debido a las tres 
rotaciones, entonces 


AF AT, + AF + AF = Abe k XT + 4021 Xx (F + Ars) 
+ A0,7 X (F + Ar, + Arz). 
Despreciando los términos de orden superior se tiene 
AF == (Abs + A07 + A0¿k) x 7 
Es de hacerse notar que 7 es independiente del orden en que se lleven a 


cabo las rotaciones siempre y cuando se desprecien los términos de orden 


superior. 
Si las tres rotaciones se producen simultáneamente en el tiempo At, 


dad lead E +- E xr 


At At A At 
En el límite cuando At —> 0, se tiene 
>. d dôs- dy. dO: 
a A E .10 
=T Er de 2H xx Neo) 


Ahora definiremos 5. La cantidad comprendida en los paréntesis rec- 
tangulares se llama vector velocidad angular y se representa por la letra 
griega “omega”, 5. Omega es la velocidad angular resultante del cuerpo 
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y 


Fig. 2.18 


rígido, o sea, la suma vectorial de tres componentes de * velocidad angular, 
os oy y wz, donde ws = (d97/dt)1, wy = (d0,/dt)] y vz = (d0./dt) k. El 
eje de rotación resultante también está a lo largo de este vector w., El vec- 
tor velocidad angular está ligado a su eje, pero puede descomponerse en 
componentes o sumarse a otros vectores velocidad angular que pasen por 
O de acuerdo con la regla usual de la adición vectorial. 

De esta discusión se ha deducido una expresión para la velocidad de 
cualquier punto de un cuerpo rígido que tenga un punto fijo. Si el vector 
de posición de un punto P con relación a cualquier punto sobre el eje de 
rotación se designa por 7, la velocidad absoluta del punto es 


F=0wXT, (2.11) 


donde o es la velocidad angular absoluta del cuerpo rígido. 

La última afirmación puede ser generalizada; es la expresión escrita 
de la derivada respecto al tiempo de cualquier vector de longitud cons- 
tante, cuya dirección está cambiando debido a la rotación alrededor de 
un punto fijo O. 

Para demostrar el uso de la ecuación 2.11, estudiaremos algunos 
ejemplos. 


Ejemplo 2.7. Una cuenta se mueve en un alambre doblado en la forma de una 
circunferencia de radio b. El alambre está en el plano xy. Determinar la velo- 
cidad y aceleración de la cuenta cuando £ = 2 seg si 9 = Ct? rad. Sea C 
= 7/8 rad/seg/seg y b = 15 cm. 

El vector de posición de la cuenta 


La velocidad es 
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Debido a que el radio de la circunferencia es constante, + == 0, en:ta: 
ecuación 2.11 indica que 
Zr == Q x Ere 
Entonces 
D= rlo X Zr). (d) 
La aceleración es 


ā =} X Z) +r(ox Z) + r(5 X És) 
o sea 
ā = ro Xë) + rio x (o x z,)]. (e) 
Con 6 = (7/8)1? se pueden obtener expresiones para w yi w. Entonces 
o= k = q tk (F) 
y 
¿Ss e omoa ap % 


Utilizando la ecuación d y los datos del problema, la velocidad cuando t = 2 


seg es | 
D=15 [9 (2)E x 7, | , 


- 15 
U = ni (k X Zr) cm/seg. (h) 
Cuando t = 2 seg 
0 = z% y lp = 7 
Entonces 
a= Exp 
ï= — cm/seg (1) 


La aceleración es 


a=15 G 1) xa | +15 (8 (2)% x (E) (2%) x z|} 


se 157 pa 157 > T cn 
aar kx I HEE x [3E x3 
o sea 
a 15r. 15r? 
A r 
Finalmente 
e 157 : 
4 == (T + 77) cm/seg?, (7) 


Nótese que la ecuación j concuerda con los resultados del ejemplo 2.2 como 
puede verse en la ecuación b de ese ejemplo. 
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Ejemplo 2.8, Desarrollar las características del movimiento de un punto en 
coordenadas cilíndricas usando la expresión de la derivada con respecto al tiem- 
po de un vector de longitud constante. 

Se expresa la posición de un punto en términos de las tres coordenadas r, 
«p y 2, en seguida se establece el origen fijo O, por el que pasa el eje z, que se 
caracteriza por el vector unitario 2,. La coordenada r se mide en el plano nor- 
mal a Z, y a partir de O. En el mismo plano se debe establecer una dirección 
fija, desde la cual se mide œ. Se deben definir dos vectores unitarios adicionales 
€, y €p. El vector €, tiene su origen en O y la dirección de r y el vector Ep es 


Fig. 2.19 


> Y 


perpendicular tanto a Z, como a ë, de manera que la terna de vectores Z, 
€ó, Ez forme un sistema dextrógiro. El vector unitario Z, es constante, no así 
€, y čp cuya dirección cambia cuando œ varía en la razón $. 

El desplazamiento del punto P es 


Tp = OP = rē, + Zóz, (a) 


Nótese que esta expresión no contiene explícitamente a q puesto que Fp siempre 
está en el plano definido por 7 y z. 


Las derivadas sucesivas con respecto al tiempo dan las expresiones de la 
velocidad y de la aceleración. La velocidad es 


beis Up = Tp = 18, + TË, Hile + Zea, | (b) 
$, = o X Er = E, X E, 

j Er = pes, (c) 

Entonces qa i 
Üp =? + rolp + 22, | (e) 


La aceleración es 


dp = fp = Pë, + TÊ, + ipp + rpop + rop + Zo, 
pero 


dp = o X Ep = pës X Ep = — ptr 
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Entonces ; , e . 
dp = Fe, + Fop + rolp + ročp — np Er + Zé 
o sea 


dp = (T— ro?) E, + (rọ -+ 25) 36 + Zn. ys (H) 


Ejemplo 2.9. El problema del ejemplo 2.4 trataba del movimiento de un punto 
con rapidez constante a lo largo de una hélice. Este problema se adapta mucho 
mejor a las coordenadas cilíndricas. Resolver el ejemplo 2.4 utilizando las ecua- 
ciones e y f deducidas en el ejemplo 2.8, 

En coordenadas cilíndricas 


r=a, ġ=b ¿=cl 


y (a) 
t=0, ġ=b, ¿=c. 
t=ġ=ż=0. 
Entonces 
La velocidad es 
Up = abl + cz (c) 
y la rapidez 
Up = Y a?b? + e?, (d) 
La aceleración es 
dp = —ab?z,. (e) 


Como antes, la magnitud de la aceleración es 
Up = + ab?, (F) 


Ejemplo 2.10. En coordenadas esféricas la posición de un punto está dada en 
términos de una longitud r y dos ángulos œ y 6. Deducir una expresión, en 
coordenadas esféricas, para la velocidad de un punto que se mueve en el 
espacio, 

Se establece un sistema de coordenadas esféricas en la forma siguiente: se 
elige un punto fijo O y un eje que pase por éste, se sitúa un plano fijo per- 
pendicular al eje, alrededor del eje fijo se hace girar un segundo plano y la 
posición del punto queda especificada midiendo el ángulo œ desde una direc- 
ción fija en el plano fijo hasta la intersección de los dos planos. El punto P 
se localiza en el extremo del radio vector 7 que está en el plano móvil y la 
dirección de F queda especificada por el ángulo Y que se mide desde el eje 
fijo hasta 7. Se elige una terna de vectores unitarios €,, 2 y 8p; el vector €, a 
lo largo de la dirección radial, el vector Z normal al plano móvil y en la di- 


rección de Ad y el vector 2, en el plano móvil, normal a Z, y a Z y en la di- 


rección de A8. Ver la figura 2.20, 
El vector de posición del punto P es 


7 pase Tepe (a) 
La velocidad es 
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Fig. 2.20 


Pero 


0=0% y ¿=9k (e) 
Examinando el plano de la Fig. 2.21 que es normal a Ep el vector $ se puede 
escribir en la forma 


$ = p(cos 0 Z, — sen 0 Ze). ($) 


Entonces 


o == 0% + y cos 8 Z, — = 
Finalmente, i $ + (cos Oe send Ze). (g) 


Üp =? = 5, + r0 (Zp X Z,) — rọ sen 0 (Zo X E,), 
Up = YE, + rO + ro sen dep. (h) 


Fig. 2.21 


Ejemplo 2.11. Un brazo ranurado que se halla en el plano xy, gira alrededor 
de un pasador en O con una rapidez angular constante de 2 rad/seg en el 
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sentido dextrógiro. El bloque deslizante se mueve alejándose del origen a lo 


largo del brazo a una velocidad constante de 2 m/seg. Cuando Y = 60° y 
OP = 2.5 m, calcular la velocidad y aceleración del punto P del bloque. 


Fig. 2.22 


El vector de posición del punto P es 


7 = OP = (OP)e,, (a) 
donde Z, es un vector unitario en la dirección OP como se muestra en la fi- 
gura 2.23. 

La velocidad es 
Tp = 7 = (OP)E, + (OP)é, (b) 
pero 
E, = o X Er =0k X Es 
o sea 


Ër = bes. (c) 
Como puede verse, el vector unitario definido Z es normal a £,, 
Finalmente, | 
Jp = (OP)2, + (OP) 0%, (d) 


La aceleración es 


és = w X Zo =0k X do = ds. (f) 
Entonces 


de = [(OP) — (OP) (ġ) "Je; + [(OP) (9) + 2(OP) (8) Jæ (8) 


Para este problema se busca la velocidad y aceleración de P cuando 0 = 60° 
y OP = 2.5 m. También se sabe del enunciado del problema que 
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o= Ü = 0k = —ğĞ rad/seg, 
=0=0, 


a z 
(A) 
OP = (OP)e, = 28, m/seg, 
OP = (OP)z, = 0. 
Fig. 2.23 
Sustituyendo estos valores en las ecuaciones d y g, 
Up = 2e, + (2.5) (—2)%0 
o sea 
Up = 26, — Jo m/seg, (2) 
y 
dp = [—(2.5) (—2) "Té, + [(2) (2) (—2) leo, 
äp = 102, — 860, 
o sea 
dp = —A[2.5€, + 220] m/seg?. (3) 


Ejemplo 2.12. Dos varillas que giran están unidas mediante un bloque desli- 
zante B. Sabiendo que la varilla articulada en O gira con una rapidez angular 
constante de 6 rad/seg en el sentido levógiro, determinar la velocidad abso- 
luta del bloque B. 

Se elige un sistema de coordenadas con origen en O. Ver figura 2.25. 


ri B = (OB) €,. (a) 
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Fig. 2.24 


Debido a que la velocidad es la primera derivada de 7 tomada con respecto al 
tiempo, 
+= (ÒB), + (OB)é, 


O sea 
? = (OB), + (OB) (o X Z+). (b) 


Esta ecuación contiene cuatro cantidades desconocidas, la magnitud y direc- 
ción de f y los valores de ÓB y OB. El valor de OB se puede calcular de la 
geometría del sistema, pero los tres escalares desconocidos restantes no se pueden 
determinar solamente de la ecuación vectorial anterior, en consecuencia, se debe 


/escribir una ecuación adicional. Habiendo elegido el sistema de coordenadas que 


se ve en la figura 2.26, se puede escribir otra ecuación para la velocidad de B. 
Y = AB = (AB)3/ (c) 
La velocidad del punto B está dada por 
Y = (AB)E/ + (AB)ó,. 


o sea 
Y = (ABJE/? + (AB) (Y x Ef). (d) 

En vista de que AB es un vector de longitud constante, AB = 0, por lo tanto, 
Y = (AB) (Y X) (e) 


Fig. 2.25 
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Fig. 2.26 


La velocidad de B es independiente del sistema de coordenadas que se utilice 
para describirlo; de manera que, 


MR 


o sea 


(AB) (0 X E) = (OB)E, + (OB) (o X 2»). (f) 


Nótese que esta ecuación contiene solamente dos incógnitas escalares, œ” y OB. 
Para calcular estas incógnitas, los vectores unitarios Z,’ y €, se pueden expresar 
en términos de los vectores unitarios ordinarios. Reescribiendo la ecuación an- 
terior, 


(AB) (E) x (cos BI + sen 87) = (OB) (cos 07 + sen 07) 


+ (OB) (ok) x (cos 91 + sen 6 7) 
Desarrollando, 


ABa cos B} — ABa sen B 1 = (OB cos 0 — OBo sen 0)1 
+ (OB sen 0 + OBocos 0). (g) 
Igualando los coeficientes de los vectores unitarios, 
(2) —ABu' sen 8 = OB cos 0 — OBo sen 0, (h) 
G ABa’ cos B = OB sen 0 + OBo cos 0. (0 
Resolviendo estas ecuaciones simultáneas, 
—ABOo' sen B cos 8 = OB cos 6 cos B — OBo senó cos f, 
ABa’ sen 8 cos 8 = OB sen 0 sen B + OBo cos 0 seng. 
Sumando, 
0 = OB (cos 0 cos 8B + sen O sen 8) + OB(cos 8 senf — sen 0 cosB) o 
o sea 
0 = OB cos(0 — 8) — OBo sen (0 — B), 
OB = OBo tan (0 — B) G) 
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Usando la ley de los senos se obtiene OB, 


OB_ AB ; 

sen 8 sen (180 — 8) (k) 
_ ABsnfg 
Os (180 — 9) 


Puesto que el valor de £ no es conocido, primeramente se debe calcular esta 
cantidad. Usando otra vez la ley de los senos, se tiene 


sen (180 —0) _ sen (0 — £) 
30 20 


sen (0 — 8) = Z sen 120° = T 


Por lo tanto, 
B = 24.7° 
De aquí que, 
(30) (sen 24.79) __ (30) (0.417) 
sen 120° ~ 0.866 


OB = 14.45 cm. (1) 


OB = 


Por consiguiente, 
OB = 14.45(6) tan 35.32 = (14.45) (6) (0.708), 


OB = 61.30 cm/seg (m) 
Finalmente, 
? = 61.3%, + 14.45(6k X Es), 
? = 61.32, + 86.7(k x 8,). (n) 


Los resultados se presentan en la figura 2.27, 


61.3 cm/seg 


86.7 cm/seg 


Fig. 2.27 
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La magnitud de la velocidad absoluta es 


[| = V(613)7 + (86.7)? = Y 1127458 


[F] = 106 cm/seg. (o) 


2.4 Componentes normal y tangencial de la aceleración. En los pro- 
blemas de los ejemplos anteriores se calcularon las velocidades y acelera- 
ciones de un punto o de una partícula en términos de las coordenadas 
dependientes del tiempo, Á veces es más conveniente expresar la veloci- 
dad y la aceleración de un punto que se mueve a lo largo de una trayec- 
toria como una función de la distancia que ha recorrido desde alguna 
posición inicial. 

Consideremos ahora un punto que se mueve a lo largo de una tra- 
yectoria general en el espacio, de la cual se muestra una parte en la fi- 
gura 2.28. 

Se puede pensar que el punto P es una cuenta o una partícula que se 
mueve a lo largo de esta curva alabeada. La velocidad de P es 


Ù = vër (2.3 repetida) 


como se determinó previamente. 
Por definición, la aceleración es la variación de la velocidad por 
unidad de tiempo, es decir, 


d = Oë + vés, 
o en términos de s que es la distancia recorrida a lo largo de la curva, 
a = $; + sé, (2.12) 


Generalmente, es preferible escribir las derivadas con respecto al tiem- 
po de los vectores unitarios en términos de los mismos vectores unitarios. 
Como se estableció en la ecuación 2.11, 


Fig. 2.28 
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i € + AE, 


Fig. 2.29 


És = wo x €t, 
donde v es la razón de cambio de la dirección del vector unitario tangen- 
te, por unidad de tiempo. Para investigar esta razón de variación, supon- 
gamos que la partícula se mueve de P a P,, una distancia As, como se ve 
en la figura 2.29. 

En el límite, cuando As —> 0, los dos vectores unitarios E; y E; + 
Ag; definen un plano llamado plano osculador. El ángulo que ha girado 
€; está en el plano osculador y se ve en la figura 2.304 y b. 

Con referencia a la figura 2.30b, es evidente que en el límite, cuando 
A0 => 0, AZ: será normal a z,. Por lo tanto, es conveniente definir un vec- 
tor unitario que tenga las mismas características que Ae;, esto es, que sea 


Zo 


y (a) b) 


Xo 
Fig. 2.30 
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normal a la trayectoria que se describe, que esté en el plano osculador y 
que tenga la misma dirección y sentido que Ae;; como en seguida se de- 
mostrará, la dirección y sentido de AZ, es única. Las normales a la tra- 
yectoria en P y P,, que están en el plano osculador, se cortan en el centro 
de curvatura C, entonces, el vector Ae; está dirigido hacia el centro de 
curvatura, esto es, de P a C. Ver figura 2.31. En consecuencia, el vector 
unitario que va a definirse será normal a la trayectoria, estará contenido 
en el plano osculador y estará dirigido hacia el centro de curvatura; este 
vector unitario se llama vector normal principal y se designa por Ep 
Para completar una terna de vectores ortogonales unitarios, se define un 
vector unitario €», llamado vector unitario binormal, normal al plano de 
la terna E; y €n, tal que Zi, Zn y €b forman una base ortogonal derecha, 
esto es €; X En = €». 

Habiendo definido este conjunto de vectores unitarios, ahora es posi- 
ble expresar o. l 


Q = lim — êp = — g 
At->0 Ôt y 


=- dN fd. 
as (E) (5) PA (2.13) 


En el límite, CP = CP, = p, que es el radio de curvatura. Es evidente 


O sea 


Zo 


€, + AE; 


Fig. 2.31 
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que el ángulo PCP, es AY como se puede ver en la figura 2.31. Así que 


As = A0 Po 
o sea 
a ll. (2.14) 


As>0 As i ds z P 


La velocidad angular es 


Entonces 
s 
Ži =- (Es x Et) 
p 
o sea 
a a 
€ ==" Cn. (2.15) 
p 
La aceleración es 
b , 
a=30 +3, (2.16) 
P 


Esta ecuación da la aceleración de P relativa a O en términos de las 
componentes tangencial y normal, llamadas así a causa de su relación 
con la trayectoria de P. La magnitud de la componente tangencial es la 
razón de cambio de la rapidez de P y la magnitud de la componente 
normal se calcula dividiendo el cuadrado de la rapidez de P entre el valor 
instantáneo del radio de curvatura de la trayectoria. La componente nor- 
mal está dirigida hacia el centro de curvatura a lo largo de la normal 
principal a la curva y es la componente que aparece en virtud del cam- 
bio de dirección del vector velocidad. La aceleración total de P está en el 
plano osculador. 

Ahora se pueden calcular las aceleraciones en función de +; y $ con 
tal que el radio de curvatura se conozca o se pueda calcular. Si la tra- 
yectoria recorrida está en un solo plano, se puede calcular el radio de 
curvatura empleando las fórmulas conocidas del cálculo. Si la curva es 
una trayectoria que se tuerce en el espacio, la determinación de pes un: 
poco más complicada, 

Consideremos ahora la determinación de p como una función de la 
distancia s. 

Se ha demostrado que 


OR ds ; 
a (2.2 repetida) 
y 
_ dr d's 1 ds Y _ ; 
E = qe == de Ef + (5) (5) En» (2.16 repetida) 
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De la expresión de la velocidad se puede ver que 


F os (2.17) 
Derivando la ecuación 2.17 con respecto a s, 
d*r ay dē e 
PERE (2.18) 
De la ecuación 2.15, 
de [IN (4 
t Xp) Xdt úl 
o sea 
des  1_ 
ao En. (2.19) 
Entonces 
dTa 
dè p” 
Finalmente, 
1 de 
> Tal (2.20) 


Ejemplo 2.13. Determinar el radio de curvatura p de una curva en el espacio 
que es una hélice de radio R con un paso de 27rfp como se muestra en la fi- 
gura 2.32. 

El vector de posición F es 


7 = R(cosġī + sen g7) + pok 


z 


Fig. 2.32 
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y 
dř = (—R sen pī + Reospj + pk) de, 
de la cual 
ds = (di di) = (R? + p?)% de. 
Ahora 
dr 1 y m = 
ds (R? mi A + Reospj + pk] 
y 


edo 
ds? (R? + f°?) 


con la que, al aplicar la ecuación 2.20, se deduce que 


R cos $ 1 — R sen y 7), 


N fa -7 a" gea 
p |d| Vds dë) RP’ 


Es posible despejar p y expresarla como una función de las derivadas de 7 
con respecto al tiempo; en efecto: 


vX4= (5) (5) (Er X En) 


o sea 


21d" de] Xd) p 
Puesto que 
aa: 
dt di 
entonces 
d? El 
1 _ |d “del _IFxñ 
TS = p (2.21) 
dt 


Estas relaciones, para la recíproca de p, se pueden utilizar tanto para una 
curva plana como para una curva general en el espacio. Por ejemplo, supon- 
gamos que F = xi + yj donde x y y son funciones de t. Entonces 


PEET 


IJK 
x y O 
Por consiguiente 


Al (2.22) 
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Si la ecuación de la curva plana es y = f(x), se efectúa el cambio de va- 
riable x = t, y = f(t), entonces x = 1, % = 0 y sustituyendo y” por y y y” 


por y, se obtiene 

1 y” 

p D +y] 
La ecuación 2.23 es la expresión familiar para el radio de curvatura de una 
curva plana. . . 

Para una curva en el espacio, la orientación del plano osculador cambia 

a medida que la particula avanza a lo lago de la trayectoria. Una medida 
de la forma en que la curva se tuerce en el espacio, se obtiene definiendo la 
llamada torsión y que puede determinarse * en función de las derivadas de 7 
pero su deducción está más allá de la finalidad de este libro. 


Los siguientes ejemplos ilustrarán sobre el uso de las componentes 
normal y tangencial de la aceleración. 


Ejemplo 2.14. El punto P se mueve a lo largo de un alambre doblado en 
forma de circunferencia cuyo diámetro es de 8 m. La distancia s que ha reco- 
rrido el punto a partir de Q se expresa como sigue: 


s= 1*—d4tm, 


donde + está en segundos. Determinar la magnitud de la aceleración total de P 
cuando t = 2 seg. 


Fig. 2.33 


En virtud de que el movimiento de la partícula fácilmente se puede ex- 
presar como una función de s, es más conveniente determinar la aceleración 
utilizando la ecuación 2.16, 


da = $8; + En (2.16 repetida) 
P 


1 Struik, P. J., Differential Geometry, Addison-Wesley, 1950, págs. 15-18. 
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Puesto que s = t4 — 4t m, para t = 2 seg, 


s = 4 — 4 = 28 m/seg 
y 
$ = 121? = 48 m/seg”. 


La aceleración es 


2 
a = 48€; + (28) En, 
A 
a = 48€; + 196€», 
o sea 
a = 4[12£, + 49%,,] m/seg?. 
La magnitud 


a =Y (ar)? + (an)? = 4 V (12)? + (49)2, 
a = 201.2 m/seg?. 


Cuando se conocen las aceleraciones es posible utilizar la ecuación 
2.16 para determinar el radio de curvatura de la trayectoria descrita, 
como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 2.15. Un proyectil sigue la trayectoria que se muestra en la figura 
2.34. La aceleración del proyectil es constante y está dada por 
a = —i — 67 m/seg’. 


Determinar el radio de curvatura de la trayectoria cuando ¿ = 2 seg si, cuando 
t = 0, vo = 50 m/seg. 


y 
P 
Fig. 2.34 
Vo 
12 
A cc O o 
O 5 


Si se conocieran la aceleración normal y la rapidez del proyectil y se sus- 
tituyeran en la relación 
2 
$ 
ln = —? 
se podría calcular el radio de curvatura p. Según se estableció en la ecua- 
ción 2.7, la rapidez es 32 = x? + y?. Sin embargo, x y y no se conocen 2 seg 
después de haberse iniciado el movimiento. Por definición 
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y 


1 m/seg? 


Fig. 2.35 


io Ke 5 
Tae P AG 


Reescribiendo estas expresiones, 


èo 2 2 
T di = f ždt=— fdt, 
žo 0 0 


Fod 


*ž = žo— 2 = (50) (55) = 17.2 m/seg 


Es 2 2 
f dj = f y dt =—6 Í dt, 
do 0 0 


1 
y = jo — 12 = (50) (5) — 12 = 34.2 m/seg 
Por lo tanto, 
$2 = (17.2)? + (34.2)? = 1465.5 m? /seg?. 


Es un hecho conocido que la velocidad es tangente a la trayectoria del mo- 
vimiento; en consecuencia, también se puede establecer la inclinación de los 


vectores unitarios normal y tangente, es decir, se puede calcular al ángulo 4. 
Ver la figura 2.35. 


j 34.2 
0 = ane tan 2. = an Sa? 
gt (2) pien (53) 
0 = 630, 


Se puede considerar que la aceleración total tiene dos componentes orto- 
gonales, esto es, ya sean componentes rectangulares o componentes normal y 
tangencial. En vista de que las componentes x y y son conocidas, se puede 
calcular la componente normal, Así que 


An = 6 cos Ó — sen 0, 
an = (6) (0.45) — 0.89 


ln 


1.81 m/seg’. 
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Finalmente, 


7 PE a T 5 


N 


Fig. 2.36 


2.5 Movimiento relativo. En un gran número de problemas la descrip- 
ción del movimiento o la relación entre las fuerzas, puede llegar a ser 
más complicada cuando está referida a un sistema fijo de coordenadas, 
mientras que si el movimiento se refiere a un sistema móvil, su descrip- 
ción se puede simplificar considerablemente; en tales casos puede ser 
ventajoso tratar con el movimiento de puntos relativos a un sistema de 
referencia móvil y posteriormente determinar el movimiento absoluto 
de dicho sistema, 


Algunos ejemplos simples del diseño de máquinas ilustrarán sobre 
este particular. La figura 2.36 es un dibujo esquemático del mecanismo 
de una locomotora de vapor «con seis cuerpos rígidos o eslabones. El 
eslabón 1 es el bastidor de la locomotora, el eslabón 2 es el émbolo que 
se mueve, con traslación horizontal relativa al bastidor, el eslabón 3 es 
la biela de conexión a la rueda 4. El eslabón 5 es una barra lateral que 
transmite el movimiento de 4 a 6. La vía está indicada por el número 7. 

Con relación a un sistema fijo de coordenadas unido a 7, el eslabón 1 
describe una traslación rectilínea simple, los movimientos de los eslabo- 
nes restantes con relación a 7 son más complicados. El eslabón 2 describe 
una traslación rectilínea que es más confusa que la de 1; los eslabones 
3, 4 y 6 poseen rotaciones así como alguna traslación y el eslabón 5 está 
animado de traslación curvilínea. Con relación a 7, los puntos B y D 
describen curvas cicloidales. 

Si se une un sistema de referencia al eslabón 1, estos movimientos 
resultan más simples en el sistema móvil de coordenadas. Las traslacio- 
nes de los eslabones 2 y 5 así como las rotaciones de 3, 4 y 6 se describen 
con mayor facilidad. En este sistema de referencia el movimiento de los 
puntos B y D se lleva a cabo en trayectorias circulares con centros en 
C y E respectivamente. En ocasiones puede ser conveniente considerar un 
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Yo 


xs” Trayectoria de Pen X, Y, 
TE 


Fo Trayectoria de P en xy 


sistema de referencia unido al eslabón 2 a fin de que el movimiento de 3 
con respecto a este sistema sea una rotación alrededor del punto Á. 

El ejemplo anterior es tal que el sistema móvil posee movimiento de 
traslación solamente con respecto al sistema fijo. En la figura 2.37 se 
puede ver un eslabón ranurado indicado por el número 2 que gira en 
torno a O respecto a un eslabón fijo 1. Un bloque 3 se desliza en la 
ranura hacia afuera haciendo que un punto P sobre 3 describa una tra- 
yectoria espiral en el sistema fijo de coordenadas Xo, Yo. Sin embargo, 
si un segundo sistema de coordenadas x, y se une al eslabón 2, el movi- 
miento de P, en xy, es simplemente una línea recta. Por supuesto, se 
debe tomar en cuenta el movimiento del eslabón 2 relativo a 1 tanto 
como el movimiento de P relativo a 2. La técnica que en estos momen- 


Fig. 2.38 
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tos se está utilizando es uno de los métodos básicos de análisis; esto es, 
descomponer el problema en partes simples, resolver cada parte y des- 
pués se construye la solución completa. 

Consideremos ahora el problema general de movimiento en un siste- 
ma móvil de coordenadas. La figura 2.38 muestra un sistema de referen- 
cia fijo X.Y oZo y un sistema de referencia móvil xyz que gira respecto a 
XoY .Zo alrededor de un eje que pasa por su origen O”, al mismo tiempo 
que O” se mueve con relación al origen fijo O. Deduciremos las expre- 
siones para la velocidad y aceleración absolutas de un punto P que reco- 
rre una trayectoria que está descrita en el sistema móvil de coordenadas, 
Las cantidades vectoriales de la figura 2.38 se describen en la siguiente 
forma: 


o = os + oy] + ok = velocidad angular del sistema de coordenadas xyz 
tomada con respecto al sistema XY,¿Zo. 


p= +y} + zk = vector de posición del punto P referido a xyz. 
R = vector de posición del origen móvil O” referido a Xo Yo20. 
7 = vector de posición de P referido a X.Y oZo0. 


Puesto que se van a determinar la velocidad y aceleración absolutas 
del punto P, se requiere el vector de posición de este punto. 


De la figura 2.38, 


F=R4p (2.24) 
Se deriva el vector de posición para hallar la velocidad 7. 
F= R+: (2.25) 


En vista que p se mide en un sistema de coordenadas que gira, los vec- 
tores unitarios tendrán derivadas respecto al tiempo debido al cambio 
de su dirección. 

di di dk 


= ki + + + xœ xi) +y(0 x 7) + zlo x k) 
o sea 
p= + + k+ oX (38 + y] + zk), 
p=0+0Xp. (2.26) 
En un sistema de coordenadas que gira y se traslada se ve que la deri- 
vada respecto al tiempo de un vector consta de dos partes. En este caso 


xi + + ¿k es la velocidad medida en el sistema xyz y se designa por 7. 


3 


t 
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El término + X p es la derivada de p respecto al tiempo debida a la ro- 
tación de xyz. R representa la velocidad de O” relativa a X.Y .Zo. 
F=R+0+0Xxp (2.27) 

Derivando 7 con respecto al tiempo, se obtiene la aceleración, 
PSR+v40Xp+0oXp 

Pero, 
AA A 

donde 43 + y} + žk es la aceleración medida en el sistema xyz y se de- 

signa por d. De la ecuación 2.16 se puede calcular la aceleración 3. 


F=R+d+0xD4+0xptroX(D+0Xp) 


O sea 
Far ux prox (oxp+2a+20Xx3. (2.28) 
Los términos de esta ecuación se identifican como sigue: 
R = aceleración del origen móvil con respecto a Xo YoZo 
wx p= aceleración tangencial de P considerado como fijo en 
xyz. 
u X (w X p) = aceleración normal de P considerado como fijo en xyz. 


ä = aceleración de P medida en el sistema móvil. 


2w X Ü = aceleración de Coriolis debida al movimiento sobre una 
trayectoria que gira, 

Al plantear cualquier problema es indispensable elegir un sistema de 
ejes móviles tales que el movimiento en este sistema quede bien definido. 
Así mismo, los ejes escogidos se deben adaptar fácilmente a la informa- 
ción que se proporciona. Los problemas siguientes son situaciones típicas 
que se pueden investigar utilizando las ecuaciones generales de movimien- 
to, esto es, ecuaciones 2.27 y 2.28. 


Ejemplo 2,16. El brazo ranurado de la figura 2.39 gira con una rapidez angu- 


lar constante, en el sentido de las manecillas del reloj, de 2 rad/seg y en el ` 


plano XoYo. El bloque se mueve alejándose del origen a lo largo del brazo a 
una velocidad constante de 2 m/seg. Cuando 0 = 60% y OP = 2.5 m, deter- 
minar la velocidad y aceleración de un punto P sobre el bloque, 

El sistema móvil de coordenadas se une al brazo ranurado de manera que 
el movimiento del bloque en este sistema sea una traslación pura. En general, 
la velocidad de un punto que se mueve en un sistema móvil de coordenadas es 


d»=+=R+0Xxp+7. (2.27 repetida) 
En este caso, 


» 
+) 


E=0 (0 está fijo), 
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Yo 


Fig. 2.39 
p = OP = (OP) = 2.5im, | (a) 
U= 2 m/seg. 
Entonces, Pe E $ 
De = (—2k) x (2.51) + (25), (b) 


Up = 21 — 97} m/seg. 


La ecuación general para la aceleración es 


äp =7=B + 0X p+v xX (Xp) +ā+ 20X5. (2.28 repetida) 
Para este problema, 


“2 


R=0 (el origen O? está fijo), 
c) 


vo=wk=0  (uesconstante). 
2 


a = y + =n. (2.16 repetida) 


En este caso s = 0 y puesto que el movimiento del bloque describe una línea 
recta en el sistema de coordenadas x, y, p = œ. Por lo tanto, 4 = 0, De ahí, 
que la aceleración 


dp = (—2k) x [(—2k) x (2.57)] + (2) (2%) x (2D), 
äp = —107 — 8}, | 
de = —2[51 + 47] m/seg?. (d) 


Ejemplo 2.17, Resolver el problema del ejemplo 2.12, que nuevamente se 
plantea usando la ecuación general para las velocidades. 

Dos varillas que giran están unidas mediante un bloque deslizante B. Sabien- 
do que la varilla articulada en O gira con una rapidez angular constante de 
6 rad/seg en el sentido levógiro, determinar la velocidad absoluta del blo- 
que B. 
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Fig. 2.40 


Nótese en la figura 2.40 la posición y orientación del sistema móvil de coor- 
denadas. Se hizo esta elección debido a lo siguiente: se conoce el movimiento 


del origen (R = 0), se conoce el movimiento de los ejes coordenados (se da 9) 
y en este sistema el movimiento del bloque B está bien definido (movimiento 
en línea recta). 


Fig. 2.41 


La ecuación general para la velocidad es 
d=R+0xp+0, (a) 
donde 
R=0  (elorigen está fijo), 


(b) 
p = OB = OBi cm, 
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7 = OBi cm/seg. 


Entonces 
Da = (6k x (OBi) + OBI, 
Da = 6(OB)j + OBI. (c) 
La velocidad de B no se puede obtener directamente de la ecuación c pues- 


to que contiene cuatro incógnitas, la magnitud y dirección de p, OB y OB. 
De la geometría del sistema se puede calcular la distancia OB, pero se debe 
escribir otra ecuación para Up. Introduciendo un segundo sistema de ejes mó- 
viles, como se ve en la figura 2.41, se puede escribrir para g una relación adi- 
cional. l 

Nótese que: se conoce el movimiento del origen del sistema x1y121, el movi- 
miento de los ejes se puede expresar como una función de 8 pero no es cono- 
cido y en este sistema el movimiento del punto B está bien definido (B está 
unido a xı, y1). 

Para este nuevo sistema de ejes 

R=0  (elorigen está fijo), 
o = wask rad /seg, 


(d) 


v=0, 
Entonces 
Üg = vask x 30%, = 3004871. y (e) 
Igualando las ecuaciones c y e, ; 
3045), = 6(OB)j + OB. (f) 


La ecuación f contiene solamente dos incógnitas no geométricas y por consi- 
guiente se puede resolver para wag y OB. No obstante, con el objeto de resol- 


ver esta ecuación se deben expresar todos los vectores unitarios en términos de 
las mismas cantidades; esto es, j, se debe escribir en términos de 7 y 3 o bien 
1 y J se deben escribir en términos de % y 71. Es más conveniente reescri- 
bir 71. Así pues, haciendo referencia a la figura 2.41, 

Ji = sen y? + cos y 7. (g) 
La ecuación f se transforma en 

30w48 (sen y 1 + cosy7) = 6(0B)j + OBI 

Igualando los coeficientes de los vectores unitarios, 
(3 300,15 sen y = OB, 
(7) -30w48 cos y = 6(0OB). (h) 


Por lo tanto, 
OB 


ás 5 cos y 


: 0 
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OB = 6(08) tan y. | (j) 


Para completar la solución, OB y y, que son cantidades geométricas, deben 
ser calculadas. Utilizando la ley de los senos, de la figura 2.41 es evidente que 


OB AB AO 


sen Bo sen (180 — 9) Seny 


(k) 
Puesto que 


AO = 20 cm, AB = 30 cm y 0 = 609, 
sen y O E (5) ! (1) 


AB 30 2) y3 
| 1 Y r2 
cos y = (3) =4/3 (m) 


B = 180° — y — (180% — 9) = 0—y. 


Entonces 


(Ver la Fig. 2.42). 
Es obvio que 


Fig. 2.42 


En términos de funciones trigonométricas, 


sen 8 = sen (9 — y) = sen Ó cos y — cos ô sen y 


o sea 
IIS 
sen p = 1-3 ==] il)» 
8= (0 va) 72) (3 
sen 8 = y RE = 0.418. (n) 
Consecuentemente 


_ snf 0.418 
ii sen 1205 = (30) Ts) 


OB = 14.45 cm (0) 


De la ecuación i, P 
TATE (14.45) (V3) 
5y 2 


De la ecuación e, la velocidad del bloque B es 


= 3.54 rad/seg. (p) 


üs = 30v48j, = 106 Jı cm/seg. (q) 


Nótese que este resultado es el mismo que el de la ecuación o del ejemplo 
2.12. : 
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Ejemplo 2.18. El miembro OR, del mecanismo plano de cuatro barras que se 
muestra, gira en el sentido de las manecillas del reloj con una rapidez angular 
constante de 4 rad/seg. Determinar la aceleración del punto P cuando 0 = 
53.20 y 8 = 909, 

El sistema xyz está unido a la barra 3. En este sistema el movimiento del 
pasador P está bien definido, esto es, pertenece a la barra 3 y por lo tanto no se 


Fig. 2.43 


mueve con relación al sistema xyz. El origen del sistema móvil coincide con el 
pasador en R, como consecuencia, de la información que proporciona el enun- 
ciado del problema se conoce el movimiento de R y del origen móvil. 
En general, la aceleración de P es 
dr=R+0oXp+0X(0 Xp) ++ 2 X 7. (a) 


Yo 


Fig. 2.44 


. . +: . e 2a 
En este caso, el origen móvil R describe una trayectoria circular, así que R en 
general tendrá dos componentes una tangencial y otra normal. 


B = w x R + o X (o xk, (b) 
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Fig. 2.45 
donde 
wz = wsk = — 4k rad/seg, 
wi =0 (œ es constante), (c) 
R = OR = 508, cm, 
Entonces 


R = —8007,, cm/seg? (d) 


donde Z, es un vector unitario definido como se indica en la figura 2.44. 
Buscaremos los términos restantes de la ecuación a, 


o = wsk (odela barra 3), 
v= ok (odela barra 3), 
P 


= (RP), (e) 


ä = 0, 
l (el pasador P está unido a la barra 3), 
v=0 
Así que | 
dp = —800%, + (osk) X (RPI) + wsk X [(osk) X (RP3)], 


Ap = —8007, + (RP) o} — (RP) o (f) 
Nótese que la aceleración de P no se puede calcular ya que la ecuación f con- 


tiene cuatro incógnitas, la magnitud y dirección de Tp, o3 Y w3 Para hallar 
äp se debe escribir otra ecuación que la contenga. Definiremos un segundo sis- 
tema de ejes móviles x,y121, que uniremos al eslabón 4 como se muestra en 
la figura 2.45 y se puede aplicar nuevamente la ecuación general, en la forma 
siguiente: 


R=0 (el punto Q no se mueve), 
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o=0k — (u de la barra 4), 
o = osk (o de la barra 4), 
A 


Entonces 


dp = —(QP) os, — (QP) oh. (h) 


Las ecuaciones f y h corresponden a la aceleración del mismo punto, de ma- 
nera que, 


—8007, + (RP) oj} — (RP)oi = —(QP) oi — (QP) (À) 
La ecuación ¿ no se puede resolver puesto que contiene cuatro incógnitas ars 


wa Y ws Afortunadamente, dos de estas cantidades son velocidades y pueden 
calcularse de las ecuaciones de la velocidad. 
Usando el sistema xyz, la velocidad de P es 


d=R+v0Xp+0, (7) 
donde 
R = o X F = —2008%; (k) 
y o, pY Y aparecen en las ecuaciones e. 

La velocidad es 

Jp = —200€, + (RP) 033 (1) 

Usando el sistema x1y121, 
R=0 

Co, p y T están dadas en las ecuaciones g). Entonces 


Up = —(QP) gti. (m) 
—(QP) o, = —200%, + (RP) os]. (n) 


Para resolver esta ecuación vectorial, se deben escribir los vectores unitarios en 
términos de vectores unitarios comunes. Para la posición del mecanismo que se 
muestra, 


Igualando, 


ti = To; 
Za = —sen 0 lo + cos 0 Jo, (o) 
y -< æ k 
7 = —sen alo + COSA Jo. 
Sustituyendo, 


—(QP) wo = —200(— sen 0 lo + 
cos 0 jo) + (RP) os (—sen a lo + cos a jo), 
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Fig. 2.46 


e igualando los coeficientes de los vectores unitarios, 


(20) 
(Jo) 


de la cual 


— (QP) ou. = 200 senf — RPo, sen a, 


0 = —200 cos 0 + RPo; cos a, (2) 


3 - ($r (=s | 
* "NA RP) \cosa (q) 


04 


o sea 


De la figura 2.46, 


as (RP sen a) 209 cos f 200 
QP RP cosa) (Gp) sen d 


:= op [tan æ cos 0 — sen 8]. (r) 
Gnas Lao 
60 12° 


3 
se 
*— (65 /\ 12 

13 
wz = 2 rad/seg; 


1500-07 


22 
o = — 73 rad/seg. 
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Ahora se puede resolver la ecuación i para is u ab Reescribiendo los vectores 
unitarios, 
é, = cos Ô 1, + send Jo, 

(s) 


1 = cosa lo + Sena Jo, 


y ba ey 
Ji = Jo 
Entonces 
—800 (cos 0 io + sen f Jo) + (RP)os(— sen ato + cosa jo) — 
(RP) o? (cosa io + sen a Fo) = —(QP) wio — (QP) ofo (t) 
Igualando los coeficientes de To y 70» 
(io) —800 cos 9 — RPos sen a — RPos? cos e = QPos, 
| (u) 
(Go) —800 sen 9 + RPos cos a — RPoz? sen a = —QPos?. 


Resolviendo para wa la segunda de las ecuaciones u, 


— (800) (5) + (65) (62) (55) — (65) (22) (5) — —(65) ea 


de la cual 
. _M8_ _(22) 
A 


ws = 12.33 — 3.10 = 9.23 rad /seg?. 


El primer miembro de la ecuación, t es la aceleración del pasador P. 


3_ 4 20 60 o 
äp = —800 É lo + A + (65) (9.23) |- +65 | 


J 
160, 25. 
äp = —4801, — 640jo — 230.7510 + 533.807, — 2401) — 10070, 


äp = —950.751) — 187.257p cm /seg?. , (v) 


i 


Ejemplo 2.19. La pieza 2, del mecanismo plano que se muestra, gira alrede- 
dor del punto fijo 4 con una rapidez angular de 2 rad/seg en el sentido de 
las manecillas del reloj y una variación de dicha rapidez respecto al tiempo, 
de 4 rad/seg? de sentido contrario a las manecillas del reloj. Determinar la 
aceleración del punto P, cuando Y = 60°. Ver figura 2.47, 

Como en los ejemplos anteriores, el primer paso en la solución del proble- 
ma consiste en elegir los sistemas de coordenadas. La figura 2.48 muestra los 
sistemas que se han elegido con sus respectivas orientaciones. Nótese que los 
datos del enunciado se utilizan de inmediato con el sistema xyz. En general, la 
aceleración está dada por l 


a REP XA ds (2.28 repetida) 
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Fig. 2.47 
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4.5 pulg 


Fig. 2.48 
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En este problema, i 
R =0 (el origen está fijo), 
K: e 


li 


vz = 4k rad /seg?, 


o = o = —2k rad /seg, 

E Tes M (a) 
p = AP = AP! pulg, 

D= $g; pulg/seg, 

a 


2 
= Së + A En pulg/seg?. 


-Nótese que en este momento se desconocen $ y s. 


de = (4k) x (APD) + (2%) x [(—2%) x (4P1)] 


z B 
E Sn + 22%) x (380)), (b) 
| o 
dp = 4APj —4(AP)i + Ss + Sn — 4n 
Oo sea 
2 
äp = —AAP: + 4AF] + Sé, + (E —4s) Ën (c) 
P 


La ecuación ç contiene cinco incógnitas. Una de ellas, AP, se puede obtener 
resolviendo un problema de geometría, no así las cuatro restantes; estas cuatro 
cantidades son: la magnitud y dirección de dp, $ y 5. Como en otras ocasiones 
se debe escribir una ecuación adicional. Se establece un sistema de ejes móviles 
como el que se muestra en la figura 2.49. 

Para este sistema, 


R=0, 
a = A ES osk rad /seg?, 
E ha (d) 
0 == 03 = w3k rad /seg 
p = CP = CP, pulg, 
NES sal : 
- (P está fijo en el sistema x1y121). 
zen] 
La aceleración es 
dp = (osk) X (CPj) + (osk) X [(osk) X (CPh)], (e) 


dp = —(CP) os — (CP) oh. 
Igualando las ecuaciones ¢ y €, 
Nótese que la ecuación f contiene cuatro incógnitas no geométricas, ws 03 


s y s. Dos de estas cantidades son velocidades y se pueden calcular mediante 
un análisis de velocidades. 
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Fig. 2.49 


En consecuencia usando el sistema xyz de la figura 2.48, 


de (IE) Xx (API) + dé —2AP] 4 és, (g) 
Usando el sistema x1y121, 
De = (osk) X (CPh) = —CPosl,. (h) 
Igualando las ecuaciones g y h y reagrupando se obtiene 
—CPosi, = —2AP} + $ë. (i) 


Como en el ejemplo anterior, se deben escribir los vectores unitarios en tér- 
minos de un conjunto de vectores unitarios comunes, pero este procedimiento, 
lleva bastante tiempo; en lugar de eso, la ecuación vectorial (1) se puede presen- 
tar gráficamente como se ve en la figura 2.50. El vector —CPusi, debe ser igual 
a la suma de los dos vectores —2AP} y sé; Principiaremos por dibujar el vec- 


tor —2AP], que está completamente definido puesto que AP es una cantidad ' 


positiva que se puede determinar de la geometría del mecanismo. Debemos su- 
mar el siguiente vector Sē, que está a lo largo de la dirección Z, y definido 
en la figura 2.48. El vector sé, se debe dibujar hacia arriba y hacia la derecha 
a fin de satisfacer la ecuación 1, además, debe tener su extremo en el eje 7,. Se 
ve inmediatamente que el vector —C Posl, está orientado en la dirección posi- 
tiva de ?,, y en consecuencia, —CPo, es una cantidad positiva, y debido a que 
el factor CP es una dimensión positiva, se sigue que wm, será negativa. 


Utilizando la ley de los senos (Fig. 2.50), 
CPlus| 2AP MES 


sen y sen À sen y 
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Fig. 2.50 


De la geometría de la figura 2.50, 
y = (90° — 8) + (90° — 8) = 180° — (8 + £), 
à = (B + a) — (90° — 9) = a + B + 0 — 90°, (k) 
y = 180° — (90° — 8) — (a + B) = 90° — a. 
Aplicando la ley de los cosenos en la figura 2.49, 
(AP)? = (CP)? + (AC)? — 2(AC) (CP) cos 0, 
(AP)? = (4)? + (4.5)? — (2) (4) (4.5) (2), 
(AP)? = 18.25, AP =V183 pulg. (1) 


Usando la ley de los senos, 


li 


ARN A -R 
senf seng? S Bega 2 


£ = ang sen (0.811) = 54.39, 


(m) 


Se puede obtener el ángulo œ estudiando el dibujo ligeramente alterado de la 
figura 2.48, que se ve en la figura 2.51. 
Usando nuevamente la ley de los cosenos, 


DP = DA? + AP? —2(AP) (DA) cos y, 
ar NES 

22DA 10 ?ľ 

y = ang cos (0.427) = 64.7°. 


cos y = 


86 
De la figura 2.51, 


a: 
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180° — y — 909, 
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. À i ' 
a = 90° — y = 25,30, PPS j 
Finalmente, de la ecuación k, ; 7 APwg? = 17.1 mea (97 
y = 180% — (60.0% + 54,39) = 65.79, | A sde = f E 
y = 90° — 25,32 = 64,70, Oso: |e 
Utilizando la ecuación j, 
iie E) (sen 2) (2) (4.275) "] 0.903 
CP j \sen À (4) 0.761 |? 
lez] = 2.53 rad /seg; 
s = (2AP) (= 
se 


nÀ 


) = (2) (4.275) ES 


> 
e 
E 
a 
A + 
Y, compr 11 
kus 7 
( o) (a) (b) 
l Fig. 2.52 
0.761 : — 
š = 10.23 pulg/seg. (p) E T 
Como se discutió previamente w debe ser una cantidad negativa a fin de 
que la cantidad —CPugi sea un vector en la dirección de +1. Así que 


= —2.53k rad/seg 
y = 10.23%; pulg/seg. 
Nótese que cuando se sustituye wa en una ecuación de aceleración no interesa 
el signo puesto que se toma el cuadrado de la cantidad. 

Volviendo ahora a la ecuación f, 

An — (4) (2.53) h = 


—(4) (4.275)1 + (4) (4.275)7 
+ SZ, + a 


(10.23) | En 
= —17.13 + 17.17 + $2; — 20.0%». 


La ecuación q contiene solamente dos incógnitas, œ; y s, de manera que puede 


—Acrgt, — Y 


figura 2.51 y la figura 2.52b. 


Como ya se conoce la geometría del mecanismo, los ángulos que se muestran 


4.5 pulg 


(q) 
resolverse. En lugar de reescribir los vectores unitarios, nuevamente se ahorrará 
tiempo dibujando la ecuación vectorial como se muestra en la figura 2.52a. 


en la figura 2.52 se han determinado usando los ángulos de la ecuación n, la 
Sumando los vectores a lo largo de CPoz 


hacer intervenir la otra incógnita «3. Esto es, 
Fig. (2,51 


2 se llega a la solución de s sin 
o sea 


25.6 = F sen (49.62) + (20.0) cos (49.6%) + (17.1) cos (65.7%) 
—(17.1) sen (65.79) 


25.6 = 0.7615 + (20.0) (0.648) + (17.1) (0.411) — (17.1) (0.911), 
25.6 = 0.7613 + 12.96 + 17.1(0.411 — 0.911), 
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25.6 = 0.7615 + 12.96 + 17.1(—-0.500), 
0.7615 = 25.6 — 12.96 + 8.55 = 21,19, 
$ = 27.8 pulg/seg?. 


Nótese que, a fin de que cierre el polígono vectorial, la componente tangencial 
de a debe estar dirigida hacia abajo y hacia la izquierda. Se supuso que 3 esta- 


ba en la dirección +*, y por lo tanto $= — 27.8 pulg/seg?. De la ecuación q 
se sigue que la aceleración absoluta de P es 
äp = —17.12 + 17.17 — 27.82; — 20.0%,, pulg/seg?. (r) 


Ejemplo 2.20. La manivela del mecanismo en el espacio que se muestra en las 
figuras 2.53 y 2.54 gira en el plano X¿Z, con velocidad angular 2, = —87, 
rad/seg. La corredera C está obligada a moverse paralelamente al eje Xy. Ha- 
llar la velocidad de los puntos B y C y la velocidad angular de la barra 4. La 
barra 5 se muestra en uno de los extremos de su carrera. 


AB = 30 cm 
AD = 50 cm 
BC = 65 cm 
DE = 30 cm 


Como se ve en la figura 2.54, los ejes de coordenadas móviles xyz están 
orientados normal y a lo largo del miembro AD, entonces 


Is =R+0xX p +0, (2.27 repetida) 
donde 


Reo XR 
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= os = —8Jo, (a) 


Da = (—8J0) X (30%) + (—870) x (207), 
Dg = 240k — 160 (Jo X 7). (b) 
pero 


J = —sen 0 to + cos ð jo; (c) 
por lo tanto, 


Uy = 240k — 160 X (— sen 0 7, + cos 0 jo)], 


Ür = 240%, — 160 sen 0 ko (d) 
Por otra parte $ 
a DE (e) 
EA O 5S 


de manera que 


Uy = 80 [s a (5)| ko, 


Is = (240) (5) Eo = 144%, cm/seg. = Hp) 


Escribiremos la velocidad de C utilizando el sistema x1y121 que también se 
muestra en la figura 2.54. 


o = R +0 Xp +7, 


donde i 
R = p = 144ko cm/seg, 
e = o4 = 04), rad /seg, 
p = BC = 65, cm, (2) 
J= Q0. . 
Entonces 


De = 144ko + (ws) X (654), 
To = 144k — 65oskı. (h) 
Debido a que la barra 5 se muestra en un extremo de su carrera, 


Uo = Q. (2) 
Y puesto que 


144 
g 7 2.21 rad/seg. 


Q4 = 
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o sea ; 
w, = 2.21}, rad/seg. (j) 


. Ejemplo 2.21. El centro del disco se está moviendo con una velocidad Yo y 
rueda sin deslizar con una velocidad angular w. Ver figura 2.55. 

Determinar la velocidad de los puntos B y C sobre la circunferencia del 
disco de 2 m de diámetro, cuando Yo = 4 m/seg y œ = 4 rad/seg. 

Se orientan los ejes como se ve en la figura 2.56, 


Fig. 2.56 
s= Rko xp +7, 
donde 
R = 4} m/seg, 
w = 4k rad/seg, 
- D ka 
p = E 5 q m, 
Z (a) 
ö = 0 
z ž y Das z 
Üg = 47 + (4k) x 5 (31 — 47), 
Ug = 47 + 2.4] + 3.22, 
Üg = 3.21 + 6.4 m/seg. (b) 
La velocidad de C es , 
E 
donde P 


. 


R = 4} m/seg, 
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o = 4k rad/seg, 
p=—im, (c) 
v= 0, 
Do = 47 + (4k) x (—), 
Vo = 4] — 47 = 0. (d) 
El hecho de que Jọ = 0 es sumamente útil en la solución de una clase 


importante de problemas de cinemática, según se verá en la siguiente sección. 


2.6 Movimiento relativo y eje instantáneo de rotación. Las ecuaciones 
del movimiento relativo para un cuerpo rígido y que anteriormente se 


dedujeron son 
=R +0Xp (2.27a) 
=R+oxp+oX(loXxp). (2.284) 
Estas ecuaciones muestran que el'movimiento de un punto situado en un 
cuerpo rígido, es una combinación de dos movimientos: 


1. Una translación de O” dada por R, R. 
2. Una rotación alrededor de un eje que pasa por O” dada por 


vXpoXpoX (w X p). 


Lo 


Fig. 2.57 
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Demostraremos ahora que el vector velocidad angular œ es indepen- 


diente del origen del sistema móvil de coordenadas. Consideremos la fi- 
gura 2.57 donde los orígenes de los dos sistemas están unidos al cuerpo 
- rígido en Oy” y Oz. Se localizan en el cuerpo rígido dos puntos P, y P, 
mediante los vectores de posición OP, OP, y OSP,, OPz a partir del 
origen de cada sistema de coordenadas. Examinaremos la consecuencia 
de suponer que las velocidades angulares w, y øp, asociadas con cada ori- 
gen, son diferentes. Aplicando la ecuación 2.27 se puede escribir la velo- 
cidad de los puntos P, y P, en términos de cada sistema móvil de coor- 
denadas. 


Para el origen en Oz, A 

nm = R, + 1 X ÖP, (a) 
y 

Ťpo = R, + o X OP,. (b) 
Para el origen en Oz, 

Pp = R, + oa x< ÖP: (c) 
y 

Pp = Ra + 002 X Ox Pa. (d) 


Eliminando R, entre las ecuaciones a y b y R entre las ecuaciones c y d, 
se deduce que 


Fr —Fpa = 01 X LONP, — O*P) = wz x TOP, — OPa). 
Nótese que (OP, — OP») = P:P, = ÖP, — Ôx Pa). Debido a que 
PP, es arbitrario, se sigue que w = «uz Ó sea que la velocidad angu- 
lar o de un cuerpo rígido es independiente del origen, 


Se define la cantidad (7p, — Fp) como la velocidad de P, con respec- 
to a P, y se puede escribir 


(Fo — Fpg) = a Xx PoPa: (2.29). 


Se observa que la velocidad relativa es independiente del sistema móvil 
de coordenadas que se elija y que si « = 0, entonces todas las partículas 
del cuerpo rígido tienen la misma velocidad. 
Se puede determinar la aceleración relativa y es 
To, — Fp, = 0 X PaPa + o X PaP, 
o sea 


o, — Ëp, = o X PaP, +o X (o x PsP). (2.30) 


A causa de la característica invariante de o a menudo es conveniente 
usar las ecuaciones 2.29 y 2.30 para calcular la velocidad o aceleración 
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Fig. 2.58 


X 


de algún punto (digamos, P,) sobre un cuerpo rígido cuando la veloci- 
dad o aceleración de otro punto (P,) se conoce. 

Simplificaremos ahora la ecuación 2.27. En vista de que la posición 
de O” es arbitraria, veremos la manera de cómo es posible considerar un 
nuevo origen O” tal que los vectores R’ y © sean paralelos. Esto se ase- 
meja al movimiento de un tornillo y en este caso al eje de o se le llama 
eje instantáneo de rotación. Para el movimiento en el plano R será igual 
a cero y la intersección de w y el plano de movimiento se denomina cen- 
tro instantáneo de rotación. 

En la figura 2.58 la velocidad del punto O"eseP=R+ox a, en 
la que a se debe calcular de manera que R’ y œ sean paralelos, entonces 


debemos hacer lo = R + œo Xx u, donde A es un factor escalar. Si mul- 
tiplicamos los miembros de esta ecuación escalarmente por w, obtenemos 


y al 
Sa a 
à= ME S (2.31) 
Entonces arn 
= 5 R'a- , 
a X= — 370 
y (E3) 


puesto que o X o = 0. Podemos escribir 
lot o)ä— lo 'T)o =0 X R. 
Existen muchas soluciones para g, pero si en particular +4 = 0, enton- 


ces Z = (w X R)/o de manera que Z es perpendicular tanto a w como 


a R. La solución más general es 
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e (232) 


W 


Al 


donde k es un escalar arbitrario, Esta es la recta llamada eje instantáneo 
de rotación. 

Con O” como punto base, la velocidad de cualquier otro punto P so- 
bre el cuerpo estará dada por 


Pp = zotoxX pr. (2.33) 


En el movimiento plano R y œ son vectores perpendiculares. Entonces 


A A (2.34) 


0 wW 


En un gran número de los problemas de dinámica se encuentra el mo- 
vimiento plano, en el cual todos los puntos de los cuerpos en movimiento 
describen trayectorias en planos paralelos y se pueden representar me- 
diante sus proyecciones sobre un plano único llamado plano de movi- 
miento. La mayor parte de los mecanismos que se utilizan en el diseño 
de máquinas son mecanismos planos y su análisis se lleva a cabo sobre 
un restirador con suma facilidad. 

Cuando el movimiento de un sistema de cuerpos rígidos se restringe 
al plano de movimiento, se obtienen numerosas simplificaciones. Si se 
considera que el plano de movimiento es el plano X¿Y,, entonces, a lo 
largo de la dirección Zo no existe componente del desplazamiento, ni de 
velocidad ni de aceleración. No hay rotación fuera del plano X¿Yo, y por 
consiguiente no existen las componentes Xe ni Y, de las velocidades an- 
gulares, esto significa que todos los vectores de velocidad angular están 
dirigidos a lo largo del eje Zo y que la única variación que puede ocurrir 
en la velocidad angular es en su magnitud. La adición vectorial de velo- 
cidades angulares (y adición vectorial de aceleraciones angulares) se re- 
duce a la simple suma escalar de sus magnitudes. Además, las dificultades 
que se presentan al tratar de sumar rotaciones finitas, desaparece cuando 
esas rotaciones están restringidas al movimiento plano y es posible efec- 
tuar una simple adición escalar de los ángulos. 

El centro instantáneo es una ayuda sencilla y efectiva para la deter- 
minación de las velocidades en el movimiento plano. Si el centro instan- 
táneo de un cuerpo rígido se puede localizar con relación al sistema de 
referencia fijo, la velocidad absoluta de cualquier punto perteneciente al 
cuerpo se puede determinar a partir de la relación 


U=wXT, 
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Fig. 2.59 


donde % es la velocidad angular absoluta del cuerpo rígido y 7 es el vec- 
tor del centro instantáneo al punto cuya velocidad se busca. Si el movi- 
miento está restringido a un plano, se puede calcular la magnitud a par- 
tir de la expresión ` 

U = of. 


La dirección de v está en el plano de movimiento y es perpendicular 
a r. El sentido de v debe ser compatible con el sentido de o, 

Si en el movimiento plano, se conocen las direcciones de las veloci- 
dades absolutas de dos puntos del cuerpo y estos vectores velocidad no 
son paralelos, se puede hallar el centro instantáneo. La figura 2.59 ilus- 
tra al respecto. l 

Se sabe que las velocidades absolutas de los puntos Æ y B tienen las 
direcciones que se indican. Debido a que los radios vectores CA y CB 
se conocen y son perpendivulares a 7, y Ug respectivamente, se localiza C 
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A 


Fig. 2.62 


A 


en la intersección de las dos normales a los vectores velocidad que pasan 
por Á y B. 

Si las velocidades son paralelas, existen cualquiera de estas dos situa- 
ciones; las normales a los vectores velocidad definen dos rectas paralelas 
cuya intersección está infinitamente lejana, o bien ellas definen la mis- 
ma recta. Estas alternativas se muestran en las figuras 2.60 y 2.61 res- 
pectivamente. 

En la figura 2.60, el centro instantáneo C está infinitamente lejano. 
Esto significa que la barra AB tiene movimiento de traslación con rela- 
ción al suelo o sea el sistema de referencia inercial, cuando 

Va Ug v 
a 

En la figura 2.61, ambas direcciones de las velocidades indican que 
el centro instantáneo está situado en la línea AB. Para localizar el cen- 
tro instantáneo en una situación de esta naturaleza, es necesario conocer 
las magnitudes de v4 y vp. Si se representan a una cierta escala las mag- 
nitudes de estas velocidades, como se muestra en la figura 2.61, se puede 
localizar el centro instantáneo haciendo uso de los triángulos semejantes 
de los que se obtiene la relación 

Va Up 
“CA Cp" 

Algunos ejemplos ilustrarán sobre la simplificación que se logra en 

la obtención de velocidades al aplicar el concepto de centro instantáneo. 


Ejemplo 2.22. La barra AB de 4 m se mueve de manera que sus extremos 
están en contacto con un piso horizontal y un plano inclinado. Si la velocidad 
de A es de 10 m/seg hacia abajo del plano, cuando la barra está en la posi- 
ción que se muestra; determinar la velocidad de B en este instante. 

Este problema se puede resolver mediante el uso de la expresión general 
para las velocidades utilizando los ejes de coordenadas que se ven en la fi- 
gura 2.63. 
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Fig. 2.63 
xX, 
(0) B ° 
e 
Entonces E a 
îs =R +oXp+0, (a) 
donde Na 
R = ţa = 10€ m/seg, 
o = ok rad/seg, (b) 
P = 4 m, 
J = 
Por lo tanto 
fg = 10€ + 4o). (c) 
Pero 
Fa zz Unlo 
y Ea e 
uglo = 10€ + 4o). (d) 


Utilizando el polígono de velocidades de la figura 2.64, se puede resolver la 
ecuación d para vp. Aplicando la ley de los senos, 


vg 10 _ pne 
sen b sena s E 1 sen g` (e) 
De la geometría de la figura 2.63, 
y = 53.2°, EOS ẹĝ = 73.69; 
— 10 (0960) _ 
Ug = 10 (0.800) 7 12.0 m/seg. 
Por tanto 
7 = 12.07, m/seg, (f) 


Aunque no es incorrecta la solución anterior, se puede lograr una simplifi- 
cación mediante el uso del centro instantáneo. ÁB gira instantáneamente alre- 
dedor del centro instantáneo C, que se localiza como en la figura 2.65. En- 
tonces 


8 


VEA) 
y (2) 
: Ur (BC) 


tl 
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o sea ds 
O ` 
Ea (h) 
AG BC 


Fig. 2.64 


Puesto que se conoce v4, se puede determinar Vg una vez que se ha resuelto 
la parte geométrica, esto es, una vez que se han calculado AC y BC. Aplican- 
do la ley de los senos en la figura 2.65, 


a a (i) 


Entonces 
Az dp 2, 
sen y 5 
o (3) 
BOSABESS, 
sen y 
Pero 


A = 53,22 — 36,8% = 16.40, 

B = 53.29, 

9 = 90° —A = 73,60, 

y = 180° — (9 + 8) = 180° — 126.8° = 53.22. 


(k) 


Fig. 2.65 
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Así que 
0.800 
AC = (4) 7 = 4™ 
0.960 g 
BC = (4) (00) = 48m 


De la ecuación h, 


i BC 4.8 
da= Ma gg = (10) (E) 


ug = 12.0 m/seg. 


Debido a que v4 es hacia abajo del plano, entonces la barra gira alrededor 


-de C en el sentido contrario a las manecillas del reloj; por lo tanto, vg debe 


estar dirigida hacia la derecha a lo largo del plano horizontal, de manera que 
Ya = 12.0%, m/seg. 


Ejemplo 2.23. La figura 2.66 representa una máquina o mecanismo de bom- 
ba que consiste de un bastidor 1, una manivela 2, una biela 3 y un émbolo 4. 
La varilla 2 es de 50 cm de longitud, la varilla 3 es de 85 cm de longitud. La 
manivela gira a una razón constante de 10 rad/seg en sentido contrario a las 
manecillas del reloj. ¿Cuál es la rapidez del émbolo en el instante en que 
x = 105 cm? | 


Se localiza el centro instantáneo de la varilla 3 como se ve en la figu- 
ra 2.67. En estas condiciones la rapidez del émbolo o sea del punto D es vp. 
Esta se puede calcular a partir de 


O A | (a) 
DC” BC" 
Se pueden calcular las distancias DC y BC utilizando la geometría del sistema. 


De la figura 2.67, 
l BD BC DC 


seny senf  seny 


o sea 
BC = BD (E £) (b) 
sen y 
y 
DC = BD (£) a 
seny) ; 
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e p 
`‘ 
pS 
? ma 


N 


| ‘S 
| y 

Fig. 2 | b 

ig. 2.67 

E | VTB 
| 
| 
| B z Da b 

Up 
k 105 cm 
Entonces; 
D C sen B sen 
= s hs BD less 
Up Ug (50) Ug | (= al E z] ? 


También de la figura 2.67, 


a 
e = = e } 
sen y = cosA 50 


sen y = sen (a + À) = sen gcos À + cosa sen A, 


EN A o 


21b 
850 


Por lo tanto 
M a/50 Le 85a 
T EA = (va) (5) (d) 


sen y = 


Resolviendo para a y b, 
857 = b? 4 (105 —a)?, 


2500 = b? + a. 
Restando, 4725 = 11,025 — 210a 
luego 
210a = 6300, 
a = 30 
b = 40 
Puesto que 


Ug = 500 cm/seg, 


8 a 
Up = (500) (505) (55) as, 
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Ejemplo 2.24, Consideremos el rodamiento del disco que anteriormente fue 
discutido. Se calcularán las velocidades de los puntos A, B y D. Ver fig. 2.68. 

Si el disco rueda sin deslizamiento, entonces el punto E de la periferia y el 
punto F del plano; que coinciden en el instante en que el disco está en la posi- 
ción que se muestra, no se mueven uno con respecto al otro; es decir, la velo- 


y 


Fig. 2.68 


F 


cidad de E relativa a F es cero. Por lo tanto, el disco tiende a girar en torno 
al punto de contacto. El punto de contacto es el punto por el que debe pasar 
el eje instantáneo de rotación. 

Las ecuaciones para la velocidad de A, B y D, son 


Debido a que la velocidad del punto E es cero, las ecuaciones se simpli- 
fican: 


va= 4 m/seg A 


vp= 2V2 m/seg e 


Ta o x EA, 
Ta = oX EB, 
fp = o X ED. 
Sir = l m y vo = 2 m/seg hacia la izquierda, como se ve en la figu- 


ra 2.68, entonces 
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Ug 
Q = y e rad /seg. 
Las velocidades calculadas se muestran en la figura 2.69. 


2.7 Aceleración de un centro instantáneo. Todo centro instantáneo de 
velocidad cero tiene una aceleración. Esto se puede demostrar conside- 
rando el disco de la figura 2.70 que rueda hacia la izquierda sin desliza- 
miento, En ese instante, el centro del disco tiene una velocidad y una 
una aceleración hacia la izquierda. Ahora determinaremos la aceleración 
del punto C. 


Utilizando la ecuación general: 


F=R+oxp+rox(oXp)+3+2x05, 


donde 
R = — dolo; 
lo 
o = ok, 
p =—0'C} 
a =0, 
5 =0, 
entonces 
To = —a + ok X (—O'CG) + ok x [ok x (—0'C7)), 
o = —ago + (0'C) ai + (O'G) o, 
O sea 


fo = [~a + (O'C)okR + (0'C) o5. 
Para investigar cómo están relacionadas (O'C)o y a admitiremos 


que el punto C es el centro instantáneo del disco cuando rueda sin 
deslizamiento. Como resultado inmediato, se puede escribir 
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Do = x X CO’, 
—vi = (wk) x (CO7), 
—Vi = —o COR, 
o sea 
Yo = CO”, 
Tomando la derivada de la expresión anterior, 
Do == CO’, 
Pero 
Ùo = do; 
Por lo tanto 
o = CO'o, 


Por consiguiente, la aceleración del centro instantáneo se reduce a 
Fo = (0'C) a? 

Puesto que, en general, el centro instantáneo de velocidad cero tiene 
una aceleración, usualmente no es conveniente utilizarlo para el cálculo 
de aceleraciones. Por regla general, la aceleración del centro instantá- 
neo no se obtiene fácilmente. Existe un centro instantáneo de acelera- 
ción cero, pero no se puede localizar convenientemente. 

- Aunque en general no se utiliza el centro instantáneo para determi- 
nar una aceleración, existe un caso especial donde es conveniente usar 
este punto. Consideremos nuevamente el disco rodando sin desliza- 
miento. 

Supondremos que se busca la aceleración del punto B. Habiendo ele- 
gido los ejes de coordenadas que se indican en la figura 2.71, se puede 
aplicar la ecuación general, en la que 


R = —as, 
w = ok, 
o = ok, 


Fig. 2.71 
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p = bj. 
Entonces, 
Pg = —agl + ok X bj + ok X (ok x bJ), 
Fa = —ai — boi — bo”), 
O sea 
fa = (ao + bo)i + ba? 
Puesto que 


do = To, 
B = —(r + b)al + boj]. 


Tomando en consideración solamente la componente tangencial de 
la aceleración, la expresión anterior se reduce a 


(Pa)e = 0(r + b)i 

Nótese que el movimiento del punto B es el mismo que si el disco 
realmente estuviera girando alrededor de un eje que pasa por el centro 
instantáneo. Nótese, además, que puede aplicarse este movimiento sola- 
mente a los puntos que están sobre una recta que une el centro geomé- 
trico de la rueda con su centro instantáneo, 

En los siguientes ejemplos, se demostrará el empleo del centro instan- 
táneo en el cálculo de aceleraciones. 


Ejemplo 2.25. El disco rueda hacia la derecha sin deslizamiento. En la posi- 


ción dada, œ = 3 rad/seg y œ = 5 rad/seg/seg, ambas en el sentido de las 

manecillas del reloj. Determinar la aceleración del punto B. Ver figura 2.72. 
Con los ejes de coordenadas orientados como se muestra, 

| Tr=R+oXp+oX (Xp) +34 20 Xx0, 

donde 


S 


Ř = 0 = = (AO) al = 7.51 m/seg?, 
08 —5k rad /seg?, 


—3k rad/seg, 
p = OB (cos 01 + sen 6 7) Bi, 57m, 
ä = 0, 
ö=0 


y 
E (10513): (5 r ADE 
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Fg = 2.21 — 8.857 m/seg?. 


Si el origen de los ejes de coordonadas estuviera en el centro instantáneo, 
entonces 


R = roj = (1.5) (3)77 = 13.57 m/seg? 
y y3 
De manera que, 


Fa = 13.57 + (—5k) x NE + 23) + (3%) x 


fs = 13,53 V3 dé 1—3 V3 — 185 
Pg = 2.21 — 8.857 m/seg?. 


La relación entre el centro instantáneo y las componentes tangencia- 
les de las aceleraciones de puntos especiales, proporcionan una forma con- 


- veniente de relacionar el movimiento plano de un disco que rueda libre- 


mente con el movimiento de un cuerpo unido a él, El ejemplo 2.26 
ilustra sobre este punto. 


Ejemplo 2.26. Los sistemas que se muestran están unidos por cables inexten- 
sibles que no resbalan sobre ninguna de las poleas. Si el peso A tiene una ace- 
leración de 20 cm/seg? hacia abajo, determinar la aceleración del peso D. Ver 
figura 2.73. l 

La aceleración de D es igual a la aceleración tangencial de un punto so- 
bre C correspondiente al punto 4. 


ap = 15o. 
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Pero wg es desconocida. Sin embargo, la aceleración tangencial del púnto 3 
perteneciente a C es igual a la aceleración tangencial del punto 2 pertenecien- 
te a B. Debido a que el punto 1 en Bes el centro instantáneo de B, 


az = 150g = a, = 20 cm/seg?, 


a = 30op = as = 00 


"TOR 


ap = 15 cm/seg?. 


Entonces 


Fig. 2.73 


Debido a que la aceleración de Æ es hacia abajo, og es contraria a las ma- 
necillas del reloj. Por lo tanto, az y as son hacia abajo y ug tiene el sentido 


de las manecillas del reloj. De aquí que, 


ap = 15] cm/seg’. 


PROBLEMAS 


2.1. Una partícula se mueve sobre la curva y = A tan kx, z' = 0, donde h y 
k son constantes. Si y = Jo es una constante, hallar la aceleración de la par- 


tícula. | 
2.2. El movimiento de un punto sobre una línea recta se describe mediante la 
ecuación x = (muo/k) (1 — e*"”), donde vo, m, k y e son constantes. Hallar 
la aceleración a como una función de la velocidad v. 
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2.3. El movimiento de una partícula está dado por las ecuaciones x = vot 
COS q, Y = Vot sen g — t/z gt?. Hallar: 


a) La trayectoria de la partícula. 
, b) Las coordenadas del punto más alto de la trayectoria. 
c) x y y cuando la partícula cruza el eje x. 


2.4. El movimiento de un punto está dado por las ecuaciones x = at, y = b 
COS wrt. Las unidades son centímetros y segundos. Hallar la ecuación de la 
trayectoria del punto. 

2.5, El bloque ABCD se mueve de tal manera que el punto B sigue una recta 
vertical sobre la pared y Á se mueve a lo largo de una recta horizontal per- 
pendicular a la pared. Cuando $ = 30°, el punto Á se mueve con una veloci- 
dad de 2 m/seg hacia la izquierda y A tiene una aceleración de 12 m/seg? 
hacia la derecha. Hallar la velocidad y aceleración del punto E para esta po- 
sición del bloque rectangular. El punto E está sobre CD. 


y 


ec 
92 


Fig. P-2.5 


2.6. El cuerpo que se muestra se mueve en tal forma que B viaja a lo largo 
de la recta BO en tanto que A se mueve a lo largo de OA. Cuando A está a 
1.5 m de O y su velocidad es de 181 m/min, hallar la velocidad de C que es 
un punto sobre la recta AB a 2.10 m de B. 


Fig. P-2.6 


2.7. Un punto se mueve a lo largo de una recta con una velocidad en centí- 
metros por segundo, v = 3:3 + 2t. Determinar la aceleración y el desplaza- 
miento cuando t = 2 seg. El punto parte desde el origen. 
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2.8. Un acelerómetro unido a un trineo experimental de cohetes indica la va- 
riación de aceleración que se muestra. Determinar la velocidad después de 
10 seg, el desplazamiento después de 20 seg y la sobreaceleración máxima si el 
. trineo parte desde el reposo, 


t seg 


Fig. P-2.8 


2.9. Una partícula se mueve a lo largo de una recta horizontal con acelera- 
ción constante. El diagrama velocidad-tiempo se muestra en la figura P-2.9. 
La velocidad varía de 10 m/seg hacia la derecha a 25 m/seg hacia la izquier- 
da durante un intervalo de tiempo de 7 seg. Determinar el desplazamiento, la 
distancia total recorrida y la aceleración durante el intervalo de 7 seg. 


2.10. Una partícula se mueve sobre la trayectoria y = Z” con una compo- 
nente x constante de velocidad vo. 


a) Hallar la velocidad y aceleración de la partícula en el punto P (1, 
1/e). Las unidades están en metros y segundos. 

b) Recordando que la curvatura es cero en un punto de inflexión, de- 
ducir, las coordenadas de los puntos de infleción de y = E* a par- 
tir de consideraciones cinemáticas. 


2.11. El centro de un rodillo se mueve hacia la izquierda con una velocidad 
lineal constante vo. Una barra AB se apoya sobre el rodillo y pivota alrededor 
del punto A. Determinar la velocidad y aceleración del punto B como una fun- 
ción de ø. 
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Fig. P-2.11 


2.12, Un punto se mueve con una velocidad que está dirigida a un ángulo de 
(7/2)t radianes respecto al eje x y tiene una magnitud constante de 15 
cm/seg. En el instante £ = 0, el punto estaba en el origen del sistema de coor- 
denadas. Hallar la ecuación de la trayectoria del movimiento. 


2.13, El bloque C desliza a lo largo de una ranura en OA y el bloque D des- 
liza a lo largo de una guía lisa horizontal. Los bloques C y D están articulados 
entre sí, Si D se mueve con una velocidad constante vi, hallar las expresiones 


para 0 y 9. 


Fig. P-2.13 


2.14. Una partícula se mueve sobre una línea recta. Su movimiento se descri- 
be mediante la ecuación t = c logio(b + s), donde s es la distancia entre la 
partícula y un punto de referencia fijo y c y b son constantes. Hallar la velo- 
cidad v y la aceleración a de la partícula en cualquier instante de tiempo t. 


2.15. El aparato que se muestra se utiliza para comprimir aire. La manivela 
gira en el sentido de las manecillas del reloj a 150 rpm. La carrera es de 
60 cm. Determinar la aceleración del émbolo cuando x = 10 cm. 
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Fig. P-2.15 


2.16. El bloque B se mueve hacia la derecha con una velocidad constante vo. 
Escribir las expresiones para la velocidad y aceleración del punto C, extremo 
inferior de la varilla BC, cuando desliza a lo largo del plano inclinado. 


Fig. P-2.16 


2.17. El movimiento de un péndulo simple de longitud l está dado por la 
ecuación desplazamiento-tiempo s = s cos pt, donde p es una constante igual 
a V g/l. Determinar el período r para una oscilación completa, la velocidad 
máxima y la máxima aceleración normal de la lenteja. 

2.18. Obtener una expresión para la velocidad del émbolo si la manivela gira 


con una rapidez angular ĝ. 


y 


Fig P-2.13 
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2.19. El movimiento de un punto está dado por las ecuaciones x = at y 
y = bt — gť/2. Hallar las aceleraciones normal y tangencial del punto como 


una función de su posición. 


2.20. Una partícula se mueve sobre una trayectoria y = A — Bx". Enx =a 
la rapidez de la partícula es v. Hallar x, y y la componente normal de la ace- 
leración en este punto. 


2.21. Una partícula se mueve sobre una trayectoria circular x? + y? = Y de 
manera que la distancia medida a lo largo de la trayectoria desde el punto 
fijo (r, 0) es s = cf”. Hallar x, y y las componentes normal y tangencial de 
la aceleración de la partícula. 


2.22. Un automóvil pasa sobre un declive de una carretera con una componen- 
te constante x de la velocidad x = v. Considerar el declive como un arco para- 
bólico y hallar la aceleración del automóvil en el intervalo —1 < x < l 


Fig. P-2.22 


2.23. Una partícula describe una elipse de manera que su aceleración siempre 
está dirigida hacia el centro de la curva. Demostrar que la magnitud de la 
aceleración es proporcional a la distancia de la partícula al centro de la elipse. 


2.24. La varilla sólida AC está obligada a deslizar en el miembro ranurado 
en tal forma que siempre permanecen perpendiculares. Además, está obligada 
a permanecer en contacto con un tope fijo B. Determinar la velocidad del 
punto A en términos de 0, œ y las constantes del problema. Expresar los resul- 
tados en términos de los vectores unitarios dados. 
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Fig. P-2.24 


2.25. Un pequeño anillo M está colocado sobre un aro de alambre de radio r. 
Una varilla OA pasa por el anillo y gira alrededor del punto O sobre el aro 


con velocidad angular 0 = œ. 
a) Si Y = w es una constante, hallar la velocidad y aceleración de M. 


b) Si M se mueve con rapidez constante $, hallar ĝ y 6. 


Fig. P-2.25 


2.26. Obtener las expresiones para 7 y 7 en coordenadas polares utilizando las 
ecuaciones de transformación x = r cos 9, y = r sen 6. 


2.27. Una partícula se mueve sobre una trayectoria r = b sen 20. Hallar la 
velocidad y aceleración de la partícula en coordenadas polares. 
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2.28. El vector de posición de una partícula que se mueve en el espacio es 
7 = h (ï cost + 53 sent + kt), donde h es una constante. Hallar la velocidad 
y aceleración en las direcciones: 


(1) i 7 k; (2) Ets Ens Ebs (3) Ers Cp, Ez. 
2.29, Una partícula describe una espiral equiangular r = e” de manera que 
su aceleración siempre éstá dirigida hacia el origen. Demostrar que la magni- 
tud de la aceleración es proporcional a r”. 


2.30. Un punto tiene un movimiento helicoidal definido por las ecuaciones 
x = 2 cos 4t, y = 2 sen 4t y z = 2t, todas medidas en metros. Hallar el radio 
de curvatura de la trayectoria del punto. 


2.31. Una partícula describe el círculo r = 2a cos 9, la componente de la 


aceleración dirigida hacia el origen siempre es cero. Demostrar que la compo- 
nente transversal varía como csc h. 


2.32. Hallar la velocidad angular de la barra AC para la posición general 
que se muestra. V} es constante. 


| 


Fig. P-2.32 


2.33. La velocidad angular de un engrane es y = 6 — 28, donde œ está en 
radianes por segundo y es positiva en el sentido de las manecillas del reloj y t 
está en segundos. Hallar el desplazamiento angular Y en el intervalo de tiempo 
det=0at=3, 


2.34, Una cuenta m viaja hacia Á, partiendo en C, en el alambre AB. La 
cuenta n desliza sobre el alambre CD y está unida a m por una cuerda de 
2.50 m. Después de 2 seg, la cuenta n se ha desplazado 50 cm. Hallar la velo- 
cidad constante de m. 


Alambre 


Alambre 


Fig. P-2.34 
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2.35. Una partícula se mueve sobre un círculo de acuerdo con la ecuación 
s = f — Bt, donde s es el desplazamiento medido en metros a lo largo de la 
trayectoria circular y £ está en segundos. Dos segundos después de haber par- 
tido desde el reposo, la aceleración total de la partícula es 48V? m/seg’. 
Calcular el radio del círculo. 


2.36. Un submarino dispara un torpedo con una velocidad 7, a un ángulo 6 
con relación al eje x en el instante en que un destructor se mueve en la 
dirección x y está directamente al frente y a la distancia H. La velocidad del 
destructor es constante e igual a Jg Hallar: 


a) El ángulo Y a que debe apuntarse el torpedo para asegurar el impac- 
to en el destructor. l 

b) El tiempo t que transcurre antes que el torpedo dé en el blanco. * 

c) El valor de vg arriba del cual el torpedo no puede pegar en el 
destructor. 


H i 
0 
Alea — => m 
Fig. P-2.36 


2.37. La aceleración o desaceleración máxima posible de un tren es a y su velo- 
cidad máxima es v. Hallar el tiempo mínimo en que puede viajar entre dos 
estaciones separadas una distancia s, partiendo del reposo hasta el momento en 
que se detiene. 


2.38. El movimiento de una partícula está definido por las ecuaciones x = 
25(1—e€*) y y = —312 + 15, donde x y y están en metros y t en segundos, 
Determinar la velocidad y aceleración de la partícula en el instante t. 


2.39. Un volante de radio R m parte desde el reposo y, con aceleración an- 
gular constante Q, efectúa N revoluciones completas. En este instante, una 
partícula sobre su periferia tiene una aceleración total de A m/seg”. Hallar: 


a) El ángulo entre la aceleración total y el radio al punto en cuestión. 
b) La velocidad angular œ del volante. 


2.40. Una partícula viaja en una trayectoria curvilínea con velocidad cons- 
tante en la dirección y de 30 m/seg. La velocidad en la dirección x varía con 
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el tiempo de la siguiente manera: ve = 34 + 10, donde v, está en metros por 
segundo. Hallar el radio de curvatura de la trayectoria cuando ¿ = 10 seg. 


2.41. A se mueve en una trayectoria circular de 8 m de diámetro de manera 
que la longitud del arco que describe desde su posición inicial B está dada por 
la relación s = * + 21” + 3. La longitud está dada en metros y el tiempo en 
segundos. Hallar la aceleración del punto Á y sus componentes normal y tan- 
gencial cuando £ ='2 seg. Mostrar las direcciones. 


2,42. Si A se mueve hacia abajo con una velocidad constante v, hallar la velo- 
cidad hacia arriba vg de B después de £ segundos. Las poleas son pequeñas 
comparadas con L y A se mueve verticalmente. 


XB 


Fig. P-2.42 


2.43. El bloque está originalmente en B. El anillo en Á rodea el poste y a la 
cuerda y se mueve hacia abajo a razón de 1 m/seg. ¿Cuál es la velocidad del 
bloque cuando el anillo está en D? 


A 
| Anilla ES 
45° 


Anilla 
= 
z 
C 


2.44. Un alambre semicircular delgado, pero rígido, de radio r está sostenido 
en su propio plano vertical mediante una articulación en O y una clavija 
lisa A. Si la clavija parte desde O y se mueve con rapidez constante v a lo 


Cuerda 


4m 


Fig. P-2.43 


largo del eje horizontal x, hallar la velocidad angular $ del alambre en el 
instante en que p = 60°. 


s 
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2.45. Un rilfle está montado en un disco de 3.60 m de diámetro que gira con 
una velocidad angular contraria a las manecillas del reloj de 250 rad/seg alre- 
dedor de un eje fijo que, como puede verse, pasa por su centro. Determinar 
la velocidad absoluta de la bala cuando sale del cañón en la posición que se 
muestra, suponiendo que su velocidad inicial es de 720 m/seg. 


75 cm 


Fig. P-2.45 


2.46. Los dos discos de fricción que se muestran giran sin deslizar entre sí. 
Determinar la aceleración de A con respecto a B. La aceleración de A es 
—16 + 127 m/seg”. 


Fig. P-2.46 


2.47. La varilla OA gira alrededor del punto fijo O con una velocidad angu- 
lar contraria a las manecillas del reloj igual a 2 œ. La varilla AB gira alrede- 
dor de A con una velocidad angular absoluta œ de sentido contrario a la ante- 
rior. En un instante inicial las dos varillas están en línea recta a lo largo del 
eje x. Deducir las ecuaciones de velocidad y aceleración del punto B suponien- 
do que las velocidades angulares son constantes. 
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Fig. P-2.47 


2.48. Dos muchachos utilizan un tubo doblado a manera de sube y baja, como 
se ve en la figura. Determinar la velocidad de A con respecto a B suponiendo 
que la velocidad angular del'tubo es de 2 rad/seg en el sentido de las maneci- 
llas del reloj, cuando se hallan en la posición que se muestra. 


3m 


T eRe 


Fig. P-2.48 


2.49, Determinar la aceleración de A si ag = 1.5 m/seg* hacia la derecha y 
la velocidad angular de AC es de 2 rad/seg contraria a las manecillas del re- 
loj y decrece a razón de 4 rad/seg”. 


Fig. P-2.49 
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2.50. Un hombre camina en línea recta en el interior de un vagón de ferro- 


carril con una rapidez de 1.80 m/seg con respecto al tren. La rapidez del tren' 


es de 135 Km/h y se mantiene constante; en este instante recorre una curva 
“circular con radio de 198 m. Hallar la aceleración absoluta del hombre cuando: 


a) Camina en la dirección positiva del eje y. 
b) Camina en la dirección negativa del eje y. 


Fig. P-2.50 


2.51. El disco grande A de radio a está girando con velocidad angular cons- 
tante œ alrededor del punto O y en el sentido que se muestra. El disco pe- 
queño de radio b está unido al disco grande en C y está girando con velocidad 
angular constante wz relativa a A y con el sentido que se muestra. Obtener la 
aceleración del punto P sobre el disco pequeño en este instante, 


un Fig. P-2.51 


2.52. Un surtidor para prado está girando con w y o ambas en sentido contra- 
rio al de las manecillas del reloj. Todas las partículas de agua viajan con velo- 
cidad constante u relativa al tubo. Hallar la aceleración de una partícula en el 
punto Á. 
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Fig. P-2.52 


953. Un disco de radio r metros parte desde el reposo y gira en torno a su 
eje con aceleración angular constante de n rad/min”. Un punto se mueve en la 
dirección opuesta a lo largo de la circunferencia del disco con una velocidad 
constante u m/min relativa al disco. Hallar la magnitud de la velocidad y de 
la aceleración del punto. 


2.54. La barra horizontal AB gira con una velocidad angular de —30j0 rpm. 
Al mismo tiempo la barra horizontal CD, que es de 60 cm de longitud, gira 
con una velocidad angular relativa a AB de —60ío rpm. Si CB = BD, deter- 
minar la magnitud de la velocidad lineal de C: 


a) Cuando CD es paralela a AB con C entre A y B. 
b) Cuando CD es perpendicular a AB. 
c) Cuando CD es paralela a AB con D entre Á y B. 


Fig. P-2.54 


2.55. Un punto se mueve con rapidez uniforme ¿ a lo largo de una cuerda 
de un disco. El disco gira con una velocidad angular constante w alrededor de 
su eje. Hallar la magnitud de la velocidad y de la aceleración del punto. La 
distancia más corta del punto al centro del disco es h y el radio del disco es b. 
En £ = 0, el punto está en el borde del disco y la cuerda es paralela al eje Xo. 


2.56. La barra AB está articulada al carrito en A. AB tiene una velocidad 
angular de 2 rad/seg en el sentido de las manecillas del reloj, y una acelera- 
ción angular de 1 rad/seg”, en el mismo sentido. El carrito se mueve hacia la 
derecha con velocidad de 8 cm/seg y una aceleración de 1.20 m/seg?. Hallar 
la aceleración de B. 
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a 


Fig. P-2.56 


2.57. El eje CD gira alrededor de AB con velocidad angular constante a; 
el disco gira con velocidad angular constante w, relativa al eje. La cuenta P 
se mueve en el interior y a lo largo de la ranura radial con rapidez 5 rela- 


tiva al disco y está disminuyendo en la razón s. Determinar la aceleración de P 
suponiendo que está a la mitad de su recorrido cuando la ranura está en la 
posición vertical que se muestra. Efectuar los cálculos cuando w, = 3 rad/seg, 
wz = 10 rad/seg, 5 = 5 cm/seg, s = 25 cm/seg?, a = 8 cm, b = 2 cm. 
a) Resolver utilizando un sistema móvil de coordenadas fijo en el disco. 
b) Resolver utilizando un sistema móvil de coordenadas fijo en el eje CD. 


Vista lateral Vista frontal 


Fig. P-2.57 
2.58. Un volantín gira en torno a un eje vertical con velocidad angular ĝ y 


aceleración angular 6. Además, el ángulo œ varía cuando la silla se desplaza 
hacia arriba debido a la rapidez. Hallar la aceleración del pasajero durante el 


período inicial en que $ y q existen. Durante el estado permanente del movi- 


miento Y = $ = $ = 0. Demostrar que la aceleración llega a ser (a + b 


sen $)0”. 
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2.59, a) 


ha 


Fig. P-2.58 


El punto P se mueve sobre la barra que gira alrededor de O con 
una velocidad angular Y = 2 rad/seg en sentido de las manecillas 


del reloj y una aceleración angular de sentido contrario $ = 1.5 
rad/seg?. La velocidad de P a lo largo de la barra es de 2.5 m/seg 
hacia M en el instante que interesa y está creciendo a razón de 
2.5 m/seg cada segundo. Escribir una ecuación vectorial para deter- 
minar la aceleración absoluta de P, suponiendo que OP = 3 m y 
9 = 30°. El ángulo œ permanece constante. 

El ángulo Y se mantiene fijo (9 = 30”) pero la barra TL gira con 
velocidad angular $ = 2 rad/seg y aceleración angular $ = 15 
rad/seg?. El movimiento de P relativo a la barra es el mismo que 
la parte (a). Determinar la aceleración absoluta de P suponiendo 
que OP = 3 m. 


Fig. P-2.59 
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2.60. Determinar la aceleración angular y la velocidad angular de AB. La ve- 
locidad de A es de 90 cm/seg hacia arriba y la aceleración de A.es de 1.80 
m/seg? hacia abajo. 


Y 
¡iD 


KAE Har 
se | 90 cm g 
Fig. P-2.60 


2.61. En la posición que se muestra la barra AB es horizontal y el disco tiene 
una velocidad angular constante contraria a las manecillas del reloj de 30 
rad/seg. Hallar: 


a) La velocidad de B. 
b) La aceleración de B. 


1.80 m 
C 
D: oQ B 
A 
ERA 
Fig. P-2.61 Fig. P-2.62 


2.62, Un disco de 1.20 m de diámetro rueda sin deslizamiento sobre una vía 
horizontal. La velocidad de su centro en un instante dado, es de 1.20 m/seg 
hacia la derecha y la aceleración del centro es de 1.80 m/seg en el mismo 
sentido. Hallar las velocidades y aceleraciones de los puntos A y B. 


2.63. La carretilla de la rampa de lanzamiento se regresa a su posición con 
una velocidad constante de 8 m/seg al mismo tiempo que el portaaviones da 
una vuelta de radio de 3 Km a 50 Km/h. Determinar la aceleración de Corio- 
lis de la carretilla. 
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Portaaviones 


Carretilla de la rampa 
de lanzamiento 


del portaaviones 
Radio de la vuelta 
3 km 


Fig. P-2.63 


2.64. La barra delgada uniforme AB es de 12 m de longitud y descansa hori- 
zontalmente sobre un canal que, como se muestra, tiene paredes laterales a 


45°, Si la aceleración angular o de la barra es de 3 rad/seg/seg en el sentido 
de las manecillas del reloj, hallar la velocidad angular œ de la barra para la 
cual la aceleración del extremo Á será cero. = 


y A B ly 


45° ll ! 45° 


Fig. P-2.64 


2.65. Hallar la velocidad de A y C, la aceleración absoluta de A y la acele- 
ración angular de AC. wpa = 4 rad/seg en el sentido de las manecillas del 
reloj y es constante. 


Fig. P-2.65 


2.66. El sistema que se muestra en la figura consiste de una corredera A, un 
cilindro C y una varilla rígida AB. El sistema oscila debido a un dispositivo 
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de leva que no se muestra, Determinar la aceleración angular de AB y la del 


cilindro, suponiendo que A tiene una velocidad y aceleración de 1.20 m/seg y 
1.50 m/seg’ respectivamente, ambas hacia la derecha. 


-30 m 


Fig. P-2.66 


2.67. El sistema que se muestra está articulado en A. Las barras AB y BC son 
de 45 y 60 cm respectivamente. Hallar la aceleración del punto B y la veloci- 
dad angular de AB para el instante que se muestra. El bloque G tiene una 
velocidad de 90 cm/seg hacia la derecha y una aceleración de 1.20 m/seg’ ha- 
cia la izquierda en ese instante. 


C 


Fig. P-2.67 Fig. P-2.68 


2.68. En un cierto instante el mecanismo de cuatro eslabones está en la posi- 
ción que se muestra, el resorte está unido a un punto D del eslabón CE (el 
miembro CDE es una barra rígida y continua) y el pasador B está horizontal; 
los eslabones AB y CE son paralelos. Si la velocidad angular absoluta del esla- 
bón AB es de 5 rad/seg, en sentido contrario a las manecillas del reloj, deter- 
minar la velocidad relativa de la articulación B con respecto al pasador D. 
Las longitudes de los eslabones son: 


AB = 18 cm 
BC = 44 cm 
CE = 60 cm 


DE = 12 cm 


CINEMATICA 125 


2.69. Los dos discos A y B se mantienen en contacto en el punto E debido al 
brazo OC sin que exista deslizamiento. El disco A está fijo y el brazo OC tiene 
una velocidad angular constante, en el sentido de las manecillas del reloj, de 
2 rad/seg. Hallar la aceleración del punto D que está en la parte inferior del 
disco B, en la posición que se muestra. 


Fig. P-2.69 


2.70. Una partícula P está obligada a moverse sobre la cardioide r = a(1 + 
cos 0) mediante el brazo ranurado OA, que gira con velocidad angular constan- 


te $ = bk, al mismo tiempo la cardioide gira con velocidad angular y = ck. 
Hallar la velocidad y aceleración de P cuando t = 3 seg. Se supone que a = 15 
cm, b = «7/9 rad/seg, c = —7/18 rad/seg. En t = O la cardioide está en una 
posición tal que y = 0 = 0, 


y 


> x 


Fig. P-2.70 


2.71. El rodillo en C se mueve en una guía vertical. El eslabón AB tiene una 
velocidad angular, en el sentido de las manecillas del reloj, de 1 rad/seg, y 
una aceleración angular de igual sentido de 1.2 rad/seg?. Hallar la aceleración 
del rodillo. 
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Fig. P-2.71 


2.72. Localizar el centro instantáneo de velocidad cero en cada uno de los 
miembros numerados. 


(a) l 3 


(0) 


Fig. P-2.72 
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2.73. En el sistema de eslabones que se muestra, la barra AB tiene una veloci- 
dad angular en el sentido de las manecillas del reloj. Determinar la velocidad 
angular de la barra DC. Las longitudes de los miembros son l, m y n. 


Fig. P-2.73 


2.74, Hallar la velocidad angular de los cuerpos BC y CD. 


wag = 6 rad/seg, Gir = 8 rad/seg?. 


60 cm 2.10 m 


e= p 


Fig. P-2.74 


2.75. Hallar la velocidad angular de-BC para la posición que se muestra. La 
velocidad angular del disco es de 70 rad/seg contraria a las manecillas del 
reloj. 


Fig. P-2.75 
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2.76. La rueda tiene una velocidad angular de 20 rad/seg, en el sentido que 
se muestra y el bloque A que desliza tiene una aceleración de 8 m/seg? hacia 
la derecha. El radio de la rueda es de 20 cm; ED = 1.20 m y es horizontal; 
_DB = 20 cm, BG = 80 cm y DBC es continua; AB = 68 cm y el bloque A 

se mueve horizontalmente. Calcular completamente todas las velocidades uti- 
lizando los centros instantáneos. 


Fig. P-2.76 


2.77. El sistema cuadrado de eslabones que se muestra opera los dos émbolos 
E y F y el sistema tiene una velocidad angular de 10 rad/seg en el sentido de 
las manecillas del reloj. Determinar la velocidad de D, E y F. 


y Ls 
A =J 


Horizontal 
DN 
40 cm eS Y S 


ES 


Vertical 


Fig. P-2.77 


2.78. Los discos de fricción B y C giran sin que exista deslizamiento entre sí. - 


El tambor A está firmemente sujeto al disco B. La velocidad angular de C es 
de 2 rad/seg y la aceleración angular es de 6 rad/seg”, ambas en el sentido de 
las manecillas del reloj. Determinar la velocidad y aceleración del cuerpo D. 
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Fig. P-2.78 


2.79. Un cable está enrollado en el cubo interior de una rueda y se tira hacia 
la derecha con una velocidad constante de 0.5 m/seg. Si la rueda no desliza, 
determinar la velocidad y aceleración del punto A. ¿Hacia dónde rodará la 
rueda? Explicar por qué, 


Fig. P-2.79 


2.80. En el sistema de eslabones articulados que se muestra, la velocidad an- 
gular del eslabón BD es de 30 rad/seg en el sentido de las manecillas del re- 
loj. Utilizando el método del centro instantáneo hallar la velocidad de los pun- 
tos € y D y la velocidad angular de los otros dos eslabones. 


Fig. P-2.80 


2.81. Localizar en el engrane el centro instantáneo de velocidad cero. 
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«mos yy 2 dl 


No hay 
deslizamiento 


] cs Y 3 E 


Fig. P-2.91 


2.82. El disco rueda sin deslizamiento con una velocidad angular de 9 rad/seg 
en el sentido de las manecillas del reloj, mientras que el bloque desliza hacia 
abajo del plano inclinado. Hallar la velocidad del punto P. 


4.80 m 


Fig. P-2,82 


2.83. La rueda B está rodando sobre su cubo sin deslizamiento en tal forma 
que el punto A tiene la velocidad v que se muestra. Los cables Cy y Cz inex- 
tensibles y de masa despreciable están enrollados, como puede verse, de mane- 
ra que no hay deslizamiento entre las poleas y los cables. Determinar la velo- 
cidad de O que es el centro de la rueda D. 
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Fig. P-2.83 


2.84, Determinar la velocidad del centro del disco. El eslabón vertical AB tie- 
ne una velocidad angular en el sentido de las manecillas del reloj de 4 rad/ 


seg; el diámetro del disco mide 68 cm. 
52 em 


e 102 cm | 
< 


Fig. P-2.84 


2.85. La velocidad angular del eslabón AB es de 2 rad/seg en el sentido de 
las manecillas del reloj y está aumentando a razón de 4 rad/seg/seg. Determi- 
nar la velocidad angular de CD y la aceleración angular de BC. Sugestión: 
primero resolver el problema de la velocidad empleando el método del centro 
instantáneo. 


60 cm 120 cm F 


Fig. P-2.95 
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2.86. Una varilla recta AB se mueve en el plano de la página. El extremo Á 
se mueve sobre la superficie de un cilindro CAD y el costado de la varilla des- 
liza sobre el punto C. En el instante que interesa la recta OA es perpendicu- 
lar al diámetro CD, el punto Á tiene una rapidez de vo m/seg hacia la izquier- 
da. Hallar la velocidad del punto que está en contacto con C en este momento. 


B 


Fig. P-2.86 


2.87. El engrane de los pedales para una cadena de bicicleta tiene 26 dientes 
y el engrane de la rueda, más pequeño, tiene 9 dientes. Si la rueda tiene un 
diámetro de 70 cm, hallar la velocidad de la bicicleta cuando los pedales se 
hacen girar a 1 revolución por segundo. 


2.88. La rueda está rodando sin deslizamiento en una superficie horizontal 
sobre su cubo de 2.40 m de diámetro en el punto B. Una barra rígida DE 
está articulada al diámetro exterior de la rueda en D y resbala a lo largo de 
la superficie horizontal. Hallar la velocidad de E, suponiendo que la velocidad 
de A sea de 3 m/seg hacia la derecha. Usar el método de los centros instan- 
táneos. 


Fig. P-2.88 


2.89. La rueda de 1.20 m de diámetro gira alrededor del eje fijo A con una 
velocidad angular, en el sentido de las manecillas del reloj, de 20 rad/seg y 
que está decreciendo a razón de 5 rad/seg/seg. En la posición que se muestra 
DC es horizontal y BC es vertical. Determinar las velocidades angulares abso- 
lutas de estos dos eslabones cuando se hallan en esa posición, 
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S C 
Fig. P-2.89, Fig. P-2.90 


2.90. Hallar la velocidad de A y la aceleración de B suponiendo que BC tiene 
una velocidad angular constante de 20 rad/seg. 


2.91. La placa rectangular es “móvil” y, según se muestra, sus extremos están 
en contacto con el suelo y el plano inclinado. Si la aceleración de A es 7.5 
m/seg’ hacia la derecha y la velocidad angular del lado CD es cero, determi- 
nar la aceleración angular del lado AB. 


Fig. P-2.91 


2.92. El bloque B desliza hacia arriba del plano inclinado con una velocidad 
de 3 m/seg y una aceleración de 1.80 m/seg”. Hallar la aceleración del 
punto Á. 
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radio de 90 cm 
EE seno 


Fig. P-2.92 


2.93. La velocidad angular absoluta de la barra BC es de 2 rad/seg en el 
sentido de las manecillas del reloj y la razón de cambio de la velocidad angu- 


lar del eslabón AB es de 4 rad/seg? de sentido contrario. Determinar la acele- 


ración del bloque C que desliza. 


2.70 m 2.40 m 


1.80 m 


Fig. P-2.93 


2.94. En la figura la barra AB gira alrededor de un pasador en Á con una 


velocidad angular, en el sentido de las manecillas del reloj, de 3V3 rad/seg 
y C se mueve a lo largo de un plano horizontal. Determinar la velocidad y 
aceleración del punto P, que es el punto medio de CB, cuando: 

a) C está verticalmente abajo de 4. 

b) B está verticalmente abajo de A. 


La barra AB tiene una aceleración angular constante, en el sentido de las ma- 
necillas del reloj, de 2 rad/seg?. 
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Fig. P-2.94 


2.95. El cuerpo rígido ABC gira alrededor de un pivote sin fricción O con una . 
celocidad angular de 5 rad/seg contraria a las manecillas del reloj y una ace- 
leración angular de 10 rad/seg? de sentido opuesto. Determinar la velocidad y 
aceleración del bloque que desliza en el instante en que el mecanismo adopta 
la posición que se muestra. 


20 cm 40 cm 


Fig. P-2.95 


2.96. En el mecanismo que se muestra el punto Æ se mueve hacia abajo con 
una velocidad constante de 60 cm/seg. El punto B tiene una velocidad de 
60 cm/seg y una aceleración de 60 cm/seg”, ambas .hacia la derecha. Hallar la 
velocidad y aceleración del punto C. 
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va = 60 cm/seg 


B 
Ug = 60 cm/seg 
Gp = 60 cm/seg2 


Fig. P-2.96 


2.97. En el mecanismo de eslabones que se muestra, el punto C tiene una velo- 
cidad de 7.20 m/seg hacia la derecha y el eslabón AB tiene una aceleración 
angular de 5 rad/seg? contraria a las manecillas del reloj, cuando el mecanismo 
está en la posición que se ve. Determinar: 


a) La velocidad angular del eslabón AB. 
b) La aceleración del punto G. 


2.70 m 


Fig. P-2.97 
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2.98. a) En la posición que se indica, la velocidad del pasador B es 6 Jẹ 
m/seg; determinar, para este instante, la velocidad de la mosca pa- 
rada en el eslabón C. 

b) Determinar la aceleración de la mosca suponiendo que la acelera- 
ción de B sea horizontal. 

c) Se supone que la mosca está caminando hacia D con una rapidez 
de 60 cm/seg y que crece a razón de 90 cm/seg/seg. La velocidad 
angular de AB es de 10 rad/seg en el sentido de las manecillas del 
reloj y está decreciendo lentamente hacia abajo a razón de 20 
rad/seg?. Hallar la aceleración de la mosca. 


Fig. P-2.98 


Dinámica de la partícula 


3.1 introducción. El capítulo anterior trató de la geometría del movi- 
miento (cinemática) sin considerar las fuerzas que fueron necesarias 
para producir estos movimientos. Ahora fijaremos nuestra atención en 
aquella parte de la dinámica, llamada cinética, que estudia la relación 
entre lás fuerzas y los movimientos resultantes de las masas sobre las que 
se aplican estas fuerzas, 

Las situaciones que en cinética desea analizar un ingeneiro, general- 
mente estarán contenidas en alguna de las dos categorías siguientes: 

1. Se desea una descripción del movimiento de un sistema sometido 
a un conjunto conocido de fuerzas. 

2. Se desean conocer las fuerzas necesarias para producir un deter- 
minado movimiento de un sistema. 

El resto de este libro se consagrará a una discusión de la cinéti- 
ca. Principiaremos con el movimiento de una partícula bajo la acción de 
una fuerza y después se extenderán estos argumentos básicos de manera 
que puedan aplicarse a sistemas de partículas y a cuerpos rígidos. 

Los principios de la dinámica están basados en innumerables experi- 
mentos de muchos investigadores entre los cuales, los más notables fue- 
ron Galileo (1564-1642) y Newton (1642-1727), 

Galileo observó claramente que todo cuerpo sometido a fuerzas o 
presiones, en el sentido de “empujar” o “tirar” era acelerado si estaba 
en libertad de moverse. Sus experimentos, de los cuales se dedujeron las 
leyes de la caída de los cuerpos, establecieron las bases justas de la ciné- 
tica del movimiento. Además, Galileo observó que, a menos que alguna 
fuerza externa actuara sobre un cuerpo en movimiento, el cuerpo conti- 
nuaría moviéndose con rapidez constante en línea recta. Por lo tanto 
anticipó la primera ley de Newton del movimiento, la llamada “ley de 
la inercia”. Galileo estableció los hechos que conciernen al movimiento 
de los cuerpos, pero no proporcionó una teoría del movimiento. 
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Fue la mayor contribución de Newton a la dinámica el formular esa 
teoría en forma cuantitativa. En 1686, Newton presentó sus llamadas 
“leyes del movimiento”. Estas leyes se pueden enunciar como sigue: 

Primera Ley. Una partícula de masa constante permanece en re- 
poso o se mueve con velocidad constante en línea recta, a menos que 
sobre ella actúe una fuerza. 

Segunda Ley. Una partícula sometida a la acción de una fuerza se 
muéve de manera que la razón de cambio con respecto al tiempo de su 
cantidad de movimiento lineal es igual a la fuerza. 

Tercera Ley. Si dos partículas actúan una sobre otra, la fuerza ejer- 
cida por la primera sobre la segunda es igual en magnitud y opuesta en 
sentido a la fuerza ejercida por la segunda sobre la primera. 

Ahora estableceremos nuevamente, en lenguaje moderno, la segunda 
ley de Newton, 


3.2 Segundo axioma de Newton. Nuevamente establecida la segunda 
ley o axioma de Newton es: 


La razón de cambio, con respecto al tiempo, de la cantidad de movi- 
miento de una partícula, es proporcional a la fuerza resultante que actúa 
sobre ella y tiene la misma dirección y sentido que la fuerza. 


Se debe comprender que existe una partícula que tiene masa, pero 
que ocupa un espacio o volumen cero. Esta doble igualdad — magnitud 
y dirección — implica una ecuación vectorial que puede escribirse 


d 
dt 


Se define el producto mř como la cantidad de movimiento lineal de la 
partícula y con frecuencia se representa simbólicamente por p. La can- 
tidad escalar m se llama masa y es una medida de la oposición (inercia) 
que presenta un objeto para ser puesto en movimiento. La velocidad ?, 
se mide en un sistema de referencia inercial o newtoniano; esto es, 7 es 
una velocidad absoluta. Un sistema de referencia newtoniano es cualquier 
sistema en que los principios de Newton son válidos. Más adelante se de- 
mostrará que un sistema de referencia fijo en la Tierra es el adecuado 
para la exactitud que se exige en la mayoría de los problemas de inge- 
niería. El símbolo F representa la fuerza resultante que actúa sobre la 
partícula. 

La ecuación 3.1 establece matemáticamente el axioma fundamental 
sobre el cual se basa el resto de este tema. La ecuación 3.1 es aplicable 
a una sola partícula de masa constante; de ahí que se puede reducir a 


(mí) =F., (3.1) 
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mi = F, (3.2) 
donde 7 es la aceleración absoluta de la partícula, 

De la ecuación 3.2 la masa de una partícula se puede ahora definir 
con más precisión como la razón entre la fuerza que actúa sobre una 
partícula dada y la aceleración resultante. 

La fuerza de atracción de la Tierra sobre las partículas cercanas a 
su superficie se conoce como peso. El peso de una partícula * varía de 
punto a punto sobre la Tierra, pero la variación es pequeña y en la 
mayoría de los casos se puede despreciar. 

Para cuerpos libres situados en la proximidad de la superficie de la 
Tierra, la ecuación 3.2 se puede escribir en la forma: 


W = mā = mz. (a) 
En la ecuación a generalmente se utiliza el símbolo £ para designar la 
aceleración de los cuerpos libres cercanos a la Tierra. Debido a que 
la masa es una característica invariante de los cuerpos, g también varía 
de punto a punto sobre la superficie de la Tierra, pero para los propósi- 
tos de la ingeniería se puede tomar como 9.81 m/seg?, (32.2 pies/seg? o 
386 pulg/seg?). En ingeniería normalmente se mide W en kilogramos y 
g en m/seg?; por lo tanto la masa m es 


W 
m = — b 
7 (b) 
y tiene unidades de kg-seg?/m, su magnitud es 
W k 
EG (e) 


Es importante admitir que la masa m es una constante invariante de pro- 
porcionalidad y de ahí que se puede expresar en cualesquiera unida- 
des que relacionen la aceleración de un cuerpo (en cualesquiera uni- 
dades apropiadas) con la fuerza (en cualesquiera umdades apropiadas) 
que actúe sobre dicho cuerpo. 

En virtud de la impertancia de la masa como medida patrón, por 
convenio internacional se define la unidad de masa como la masa de 
cierto cilindro de platino-iridio (kilogramo internacional) que se conser- 
va en la Comisión Internacional de Pesos y Medidas de Sèvres, Francia. 

La expresión matemática para F se dedujo para muchos de los siste- 
mas de coordenadas comunes en el capítulo anterior. Para un sistema 
de coordenadas rectangulares, las ecuaciones escalares que representan la 
segunda ley de Newton son 


1 Housner and Hudson, Applied Mechanics—Dynamics, Van Nostrand, 
1950, pág. 3, 
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Centro de 
„curvatura 


——> y 
x 
Fig. 3.1 
Fs = mx, 
Fy = mï, (3.3) 
F, = mz. 


Algunas veces es conveniente emplear las componentes de la acele- 
ración que son tangente y normal a la trayectoria del movimiento de 
una partícula, tal como se ve en la figura 3.1. En este caso, la ecuación 
3.2 se escribe en la siguiente forma: 


F; = má; = m5€;, 
(3.4) 
5? 
En = Mün = m — En. 


En términos de coordenadas cilíndricas, 
E, = má, = m(F*— ro?) er, 


Fe = más = mí(ro + 259) €s, (3.5) 
Independientemente de si el segundo axioma de Newton se escribe en 
coordenadas cartesianas, cilíndricas o en cualquier otro sistema arbitra- 
rio, las ecuaciones de movimiento son para una sola partícula, siempre 
y cuando la aceleración absoluta de ésta esté descrita correctamente. 
Sin embargo, existen casos donde las relaciones expresadas por la segun- 
da ley de Newton son válidas para un cuerpo de dimensiones finitas. Por 
ejemplo, si la aceleración de todo elemento del cuerpo es la misma, se 
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puede escribir la ecuación 3.2 como una suma para todas las partículas 
que constituyen el cuerpo, 


5i F; = J miFs. (3.6) 


Haciendo 


¿=1 i=l 


donde F es la fuerza resultante total que actúa sobre el cuerpo, M es la 
masa total del cuerpo y 7 es la aceleración de cada elemento del cuerpo, 
entonces 


F = Mi, (3.7) 


Esta ecuación, como aquí se dedujo, se limita a cuerpos rígidos con mo- 
vimiento de traslación, Más adelante se demostrará que esta ecuación 
también se aplica a la descripción del movimiento del centro de masa 
de un cuerpo rígido que posea el tipo más general de movimiento. 
Cuando se examinan las diversas formas de la segunda ley de New- 
ton, es interesante observar las consecuencias que se derivan al permitir 
que las cantidades ahí presentes sean constantes. Para aclarar lo ante- 
rior, consideremos una situación donde la velocidad ý sea constante. En 
este caso, la razón de cambio respecto al tiempo de la cantidad de movi- 


z 


Fig. 3.2 
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miento y, consecuentemente, la fuerza son cero. El segundo axioma se 
reduce al primero, que trata del equilibrio de los cuerpos. Una situación 
alterna es la de suponer el caso donde F = 0. Entonces, 


E 

p = ET (mr) = 0 (3.8) 
o sea, £ 

p = mí = constante, (3.9) 


que es el enunciado de un teorema de conservación: es decir que cuan- 
do la fuerza resultante que actúa sobre un sistema dado es cero, la can- 
tidad de movimiento es una constante, es decir, se conserva. 


3.3 Aplicaciones de la segunda ley de Newton a sistemas de fuerza 
constante. Primeramente se examinarán algunos ejemplos simples en los 
que las ecuaciones de movimiento se pueden integrar directamente por 
métodos elementales, 


5 kg 


Ejemplo 3.1. A una caja de 2 kg, se aplica una fuerza horizontal de magni- 
tud constante de 5 kg dirigida hacia la derecha. Si el coeficiente de roza- 
miento cinético entre la caja y el plano es 0.40, calcular la rapidez del bloque 
después de haberse desplazado 20 m a partir del reposo. Ver figura 3.3. 

A fin de aplicar la segunda ley de Newton al sistema que se examina, se 
debe aislar de todo lo que le rodea, es decir, se debe dibujar un diagrama de 
cuerpo libre de la caja que muestre todas las fuerzas. Nótese que el diagrama 
de cuerpo libre de la figura 3.4 es idéntico al diagrama de cuerpo libre que 
debería dibujarse si el problema fuera de estática. La fuerza F, es la fuerza 
de rozamiento que ejerce el plano sobre el bloque y que tiende a oponerse al 
movimiento de éste. La fuerza normal N, es la normal que previamente se 
consideró en estática. l 

Además de aislar el sistema que se analiza del medio que le rodea, se debe 
establecer un sistema de coordenadas antes de aplicar la ecuación 3.2. Obsér- 
vese la orientación de los ejes de coordenadas. Para este sistema, 


Fig. 3.4 
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Utilizando la segunda ley de Newton en la forma expresada por la ecua- 
ción 3.3, 


TE IAE 
; g 
W 
N—W =-— Y. 
g 
Puesto que Y = 0, N = W. Entonces F = 0.8 Kg y 
Integrando, 
x = 2.1gt + Cy 
y 
x= 1.095É* + Git + Cz: 


De las condiciones iniciales se ve que Cı y Cz son cero. 
Cuando x = 20 m, 


A Th 
Ea maria] is 


x = (2.1) (9.81) (1.39) = 27.7 m/seg. 


Ejemplo 3.2. Un pequeño cuerpo descansa sobre un plano inclinado liso que 
gira alrededor de un eje vertical con una velocidad angular constante de 1 
rad/seg. Si el cuerpo de 5 kg se une al eje de rotación mediante una cuerda, 
hallar la tensión en ésta. También determinar el valor de w para el que la 
partícula abandona el plano. 

La partícula describe una trayectoria circular con radio de 5 m y con una 
rapidez constante. Aquí son apropiadas las componentes normal, tangencial y 
binormal. Ver la figura 3.5. 


5 kg 


n 


(b) 


(a) 


Fig. 3.5 
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Aplicando la ecuación de Newton en la dirección normal 
En = Ma, = MTY? 
del diagrama de cuerpo libre de la partícula, se tiene 


pos (+)= (5) (1)? = z = 2.55, 


En la dirección binormal F, = 0. 


ne r(Dos<o 


Eliminando N entre estas dos ecuaciones se obtiene 


2T = 255 V3 +5 


Para hallar la velocidad angular en que la partícula abandona el plano, 
se hace N = 0. Entonces, de la ecuación binormal T = 10 kg y la ecuación 


normal llega a ser 


OE 


E (5) 0, 


o = 1.84 rad/seg. 


Ejemplo 3.3. Una canica está en libertad de rodar en un tubo hueco AC sin 
rozamiento. Si el tubo está obligado a moverse en el plano horizontal con una 
aceleración constante dy = glo, hallar todas las fuerzas que actúan sobre la 
canica y la posición de ésta en cualquier instante. Si la canica parte del reposo 
en C ¿qué tiempo transcurrirá para que se mueva hasta el otro extremo del 
tubo? Ver la figura 3.6. f 

En este problema será conveniente establecer un sistema de coordenadas 
móvil fijo en el tubo que se traslada. Entonces se puede aplicar la ecuación 
general de movimiento relativo. 


F=R+oXp+oXÍloXxp) + 8+2% X 7. 
Puesto que el sistema de coordenadas móvil no gira, esta ecuación se trans- 
forma en 


?=R+44= a + a] 
La ecuación de movimiento 
E = mr 
llega a ser 
Fa + (F¿—mg)k = m(asto + aj) = mla (—sen a 1 —cos a 7) + ajl. 
Las ecuaciones escalarés son : 
F; = —-MaA, Sen a, 


F; — mg, 
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{b) (e) 


Fig. 3.6 


a = dy COS a. 
La fuerza sobre la partícula es 
F = —masen ai + mgk. 
Para hallar la posición de la canica en cualquier instante se parte de 


F = aolo + 4o COS a] 
e integrando dos veces. 


F = dotio + Ay cosa t] + Es 


— QË. acosa ta -= m 
F= lo + = 3 + Cut + Co, 
2 2 
en t = 0, 7 = 0 y se supone que 7 = O. De manera que tanto C, como C 


son cero. Para hallar el tiempo que transcurre para que la canica se mueva de 


C a Á, se hace e = (l — d)j, donde la longitud del tubo es 1 y el diámetro 
de la canica es d. 
ao COS qt ° 
l— d = —— 
© 2 


a [Haa |” 
Tol acosa |` 
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La posición de la canica en este instante es 


- y ~- ld. ss 
A oa (I — d)7. 


3.4 Aplicaciones a desplazamiento de sistemas de fuerza variable. 


Ejemplo 3.4. Una cuenta de peso W se suelta desde el reposo en la posi- 
ción A sobre el alambre curvo de la figura 3.7 y cae sin rozamiento bajo la 
acción de la gravedad. Determinar la fuerza resultante sobre el alambre cuan- 
do la cuenta pasa por el punto B. Se aplica en la figura 3.7b la ecuación tan- 
gencial de movimiento. 


y 


| 


Xx * 
fa) Trayectoria curva y=f[x) {b} Diagrama de cuerpo libre entre A y B 


Fig. 3.7 
ma; = Fr (a) 


e = W cos, 
£ 
oO sea 
at = g cos f (b) 


La aceleración tangencial se puede relacionar con la rapidez a lo largo de la 
trayectoria en la siguiente forma 
r Bd Ei du 
StS dsdi ds? (0) 
donde ds es la longitud del arco a lo largo del alambre y se relaciona con la 
distancia vertical mediante 
Ss = 
cos 8 (a) 


Sustituyendo las ecuaciones b y d en la ecuación c, 


d 
v dv = —g cos B 7 = —g dy. (e) 
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Integrando, 
fa dv = gf” dy, 
0 YA 
y 2 
37 =—2(05 —Ya), 
o sea 
ug? = 28 [Ya — YB) - (f) 


Nótese que la velocidad depende solamente de la carga en el sentido vertical. 
Para ballar la fuerza normal, escribimos la segunda ley de Newton en la direc- 
ción normal: 


Fn = Man, (2) 
2 
NEW, 
E P 
Ug? 
NW (sen fp + 22). (h) 
EP 


Para hacer el cálculo de la fuerza normal será necesario determinar 8 y p en 
el punto B a partir de la geometría de la curva. Este problema se ha simplifi- 
cado considerablemente debido a la ausencia de rozamiento, 


Ejemplo 3.5. Una partícula de peso W se mueve con rapidez uniforme v a lo 
largo de la curva cosenoidal ACB en un plano vertical. La curva está definida 
por la ecuación 
2rx 
y = a cos Ea . 
Hallar la fuerza normal ejercida por la trayectoria sobre la partícula cuando 
pasa por el punto más bajo C. Ver la figura 3.8, 
La ecuacion de Newton en la dirección normal da 
2 
Nawe 
g P 


Fig. 3.8 
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- Entonces 
2712 

N = wli ra se, 
gl 


Ejemplo 3.6. Determinar la fuerza normal que ejerce la varilla doblada so- 


bre A y la fuerza que ejerce la varilla móvil sobre B cuando Y = 30%, Ver 
la figura 3.9. 

6 = 10% rad /seg, 

Ó = 0, 

m = 9.81 kg, 

r = asen 20 

a= 05m. 


La velocidad y aceleración de una partícula en coordenadas polares son 
Tez TEn + r0%o, 
Ë = (F—102)%, + (10 + 270) Eo. 


En el punto de interés 


r = asen 20 = TE 0.25 V3 m, 


y 


Fig. 3.9 
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+= 2a cos 20 0 = (2) (0.5) (1/2) (10) = 5 m/seg, 


F = 2a[cos 20 Ê — 2 sen 20 62] = —(4) (0.5) 3 (100) = —100V3; 


# = —(100V3 + 25/3)2, + (100) 20 m/seg?, 
F = 5g, + 25 33 ¿o m/seg. 


Puesto que la velocidad de A es tangente a la trayectoria curva, la dirección 
de la fuerza ejercida por la trayectoria puede determinarse rápidamente sin 
necesidad de calcular la pendiente. Un vector unitario en la dirección de esta 
fuerza es 


para Be Ral, 


= m(—12V 3 z, + 1002). 


Resolviendo para Á y B, se obtiene 
A = 3160 kg, 
B = —-2606 kg. 


Ejemplo 3.7. Considérese el sistema resorte-masa de la figura 3.10, El bloque 
pequeño tiene peso W; el resorte tiene un módulo K y no estando alargado 
tiene una longitud a. La fuerza P es constante en magnitud y la cuerda per- 
manece en contacto con la polea pequeña. Determinar la aceleración del blo- 
que suponiendo que no hay rozamiento en las guías. 

La componente escalar, en la dirección x, de la ecuación de movimiento 
de Newton es 

mx = F £ 


C 


% = P cos [agang |= eo, 


RIS 
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o sea 


3.5 Aplicaciones a sistemas de fuerza dependiente de la velocidad. 
Los primeros tres ejemplos solamente contenían partículas bajo la in- 
fluencia de un sistema de fuerzas que eran constantes. Existen muchos 
problemas donde las fuerzas no son constantes, sino que dependen del 
tiempo, del desplazamiento, de la velocidad o de algún otro parámetro. 
El tipo de problema de fuerza variable más común que hallan los inge- 
nieros en su trabajo es el problema de la fuerza dependiente del despla- 
zamiento y que se presentó en los ejemplos 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7. El siguien- 
te tipo más común de problema de fuerza variable es la situación en que 
la fuerza es dependiente de la velocidad. Ejemplo de problemas de esta 
clase son las defensas o parachoques de un automóvil y un amortigua- 
dor para el cierre automático de una puerta, para citar solamente dos 
dispositivos mecánicos. 

Dos tipos de fuerzas dependientes de la velocidad se pueden ilustrar 
observando una caña de pescar, Es evidente que la mayor o menor curva- 
tura del arco que forma un caña de pescar es una medida de la fuerza 
ejercida sobre el extremo de la caña. Un pescador observa que cuanto 
más rápido se mueven en el agua el corcho, la cuerda y el anzuelo, es 
mayor la curvatura del arco que forma la caña. Estas observaciones in- 
dican que la fuerza resistiva ejercida por el agua sobre el avío de pesca 
es dependiente de la velocidad. Es un hecho conocido que una partícula 
que se mueve en un flúido — gas o líquido — está sujeta a una fuerza 
resistiva que depende de la velocidad; es decir que R = ku", donde R 
es la fuerza resistiva, k es un coeficiente de arrastre o amortiguamiento, 
v es la velocidad de la partícula con relación al fluido y n depende de 
la velocidad relativa. v. Los valores de n que describen la mayoría de las 
aplicaciones en ingeniería cubren dos clases de flujo relativo de flúidos. 
Cuando la rapidez relativa del flujo es moderada (el flujo recibe el nom- 
bre de “laminar”), el exponente toma el valor de 1. Cuando v es alta, 
se dice que el flujo es turbulento y el valor del exponente n se aproxi- 
ma a 2. 


Para flujo laminar R = kv. 


Para flujo turbulento R = kv. 


Consideremos un problema que incluya en el análisis fuerzas dependien- 
tes de la velocidad, 
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Ejemplo 3.8. Si una partícula esférica se mueve con pequeña velocidad en 
un flúido, experimentalmente se ha hallado? que la fuerza resistiva o fuerza 
de arrastre que actúa sobre el cuerpo es una función lineal de la velocidad, 
proporcional al diámetro del cuerpo y la viscosidad del medio flúido. 

Como ejemplo, examinaremos la ecuación de movimiento de una partícula 
pequeña de diámetro d y peso específico y, que cae en virtud de su propio 
peso en un flúido de peso específico yw. Ver la figura 3.11. 


Superficie 


3 
Peso = mg = y, E 


i 3 
Fuerza de empuje = Yw TE 


Fig. 3.11 


La ecuación de movimiento para la partícula es 


mý = Fo, (a) 
PIEN E y y) TE 
(2) t= (y 10) E, (b) 
De la ecuación b se ve que cuando (ys — yw) (rd*/6) = kv, # es igual 


a cero y por tanto la velocidad será constante. El valor de v para lo cual esto 

ocurre se llama velocidad límite v, y en este caso 

(Ys — Yo) nd? (c) 
k 6 


Si se hace m = yyrd?/6g y B = (ys — yw) (red*/6) y se admite que 
* = dv/dt, la ecuación b toma la forma 


J; = 


du 
— = B — ku. 
"dd ý (d) 
Separando las variables, tenemos 
du 
de (e) 


2 R. C. Binder, Fluid Mechanics, segunda edición, Prentice-Hall, 1952, págs. 
172-173. 
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e integrando se obtiene la siguiente ecuación: 
m 
—- hh (B—ku) + Cy = 1. 


De la condición inicial: para t = 0, v = 0, 


C, = 5 In (B). 
Entonces 
Z Jn Pe EN t 
k B—kv ’? 
de la cual 
E S ¿(k/m)e 
B — kv x 
y finalmente, 
v = E — em 0 
o sea 
v=0[1—e-04/me, (g) 


Se ha encontrado que el valor de k es k = 3urd para una partícula esférica, 
donde u es la viscosidad del medio.¿ Aquí se puede definir la viscosidad como 
la propiedad del flúido asociada con la fuerza necesaria para mover una par- 
tícula de flúido rebasando a otra. Si se supone que el flúido es agua a la tem- 
peratura ambiente, entonces 


p = 1.02 x 107 g-seg/cm?, 


Por ejemplo, para una partícula de tierra de peso específico 2.67 que se 
sumerge, por su propio peso, en el agua, se halla que k es 


k = 3 (7) (1.02 x 1073) d = 9.59 x 107*%d g-seg/cm. 


La velocidad límite (ecuación c) será 


». — (2:67 —1.00) (red) 
ee Surd 6 ` 


Por supuesto, teóricamente la velocidad límite se alcanzará para t = 00, 
pero en muchos casos, se alcanza el 95 por ciento de la velocidad límite en 
un tiempo relativamente corto. 

Para una partícula de tierra de 0,02 cm de diámetro que cae en el agua, 
determinaremos el tiempo necesario para que su velocidad alcance el 95 por 
ciento de v; partiendo del reposo. Si la ecuación g se resuelve para t, se halla 
que ¿ = 1.79 X 1072 seg. Para todos los propósitos prácticos, la partícula de 
tierra se mueve en el agua bajo su propio peso a la velocidad límite, si el 
tiempo de movimiento es del orden de segundos. 

Prácticamente, entonces, se puede usar la ecuación g para determinar la 


viscosidad del flúido si las velocidades límites no exceden del conjunto de va-. 


3 R. C. Binder, Fluid Mechanics, Segunda edición, Prentice-Hall, 1952, págs. 
172-173, 


DINAMICA DE LA PARTICULA 155 


lores para los que la fuerza de arrastre es proporcional a la velocidad. El con- 
junto de valores válido para el caso que acaba de discutirse se ha determinado 
experimentalmente para muchas formas geométricas. 


Ejemplo 3.9. Una partícula cargada se mueve en un campo electromagnético 
y adquiere un movimiento de acuerdo con la ecuación 


osa. 


El 


mi = —eE — - FX 
donde í 
m = masa, 
—e = carga eléctrica, 
E = campo eléctrico (intensidad), 
H = campo magnético (intensidad). 


a o mA a a a 
Si se toma Ẹ = Ei y H ="HK, las ecuaciones escalares de movimiento son 


co Lar | 
Xx ” E O (a) 
ES e`. 

y = A, , (b) 
z=0, 


Puesto que las ecuaciones están dinámicamente acopladas (las velocidades en 
una dirección de coordenadas producen aceleraciones en otra dirección), se 
puede facilitar la solución utilizando números complejos. Multiplicándo la ecua- 


ción b por i = Y—1 y sumándola a la ecuación a 
e eH 
.. %s NE E E .. Zr s 
a AER (c) 


Haciendo ahora x + iy = z y @ = eH/mc. Entonces 4 + iy = že 
ix — y = í2. La ecuación c se transforma en 


EN e 
¿— ivi = —— E | (d) 


Fig. 3.12 
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o sea 
UA e : . 
m 
Integrando, tenemos i 
¿erio = E griot + Cr. 
tomi 


Tomando las condiciones iniciales + = 0,2 = 0, z = 0, se obtiene 


teE , 
A A AA Ta 2w% A 
¿= —— (1 — eiat) (5) 
Integrando nuevamente, 
E pi a 
| 7 0) + Es 
Mw lw 
o sea 
eE .. i 
aaea [iot — ett + 1]. (2) 


Separando z en sus partes real e imaginaria, se deducen las ecuaciones para- 
métricas del movimiento de la partícula cargada: 


eE 
EE (1 — cos ot) (h) 

¿ E 
y. — (ot — sen ot). (i) 


La trayectorja es una cicloide a lo largo de la parte negativa del eje y. 


3.6 Aplicaciones a sistemas interconectados. Los ejemplos anteriores 
contenían una sola particula o bien un cuerpo rígido tratado como par- 
tícula. Existe un gran número de problemas en que las partículas o cuer- 
pos de dimensiones finitas están interconectados. El tipo y la disposición 
de la interconexión se debe considerar en la cinemática como se ilustrará 
en los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 3.10. Examinemos los dos sistemas que se muestran en las figuras 
3.13 y 3.14. En la figura 3.13 se tiene una masa de peso W sobre un plano liso 


Fig. 3.13 Fig. 3.14 
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Fig. 3.15 


unido por una cuerda flexible, inextensible y de masa despreciable, que pasa 
por una polea lisa, a otra masa de peso Wa = F. En la figura 3.14 se tiene el 
mismo sistema excepto que Wg se ha sustituido por una fuerza F. La pregunta 
que podemos formular es: “¿Los dos sistemas son dinámicamente equivalen- 
tes?” Suponiendo que el bloque está obligado a moverse a lo largo del plano, 
entonces, para el sistema de la figura 3.13, después de examinar el diagrama 
de cuerpo libre que se muestra en la figura 3.15, podemos escribir las siguien- 
tes ecuaciones escalares: < 


V.. 
T — W senf = q n (a) 
Wa —T = — ko, E (b) 
g 
Puesto que la cuerda es inextensible, x, = x, y %, = %X,. Sumando las 
ecuaciones a y b, obtenemos: 
W 
W.— W sen 0 = eE A 
O sea A 8 
EN = w 3 w, (W2 —Y sen 0). (c) 


Para el segundo caso, de la figura 3.16 se tiene 


WwW 
F—W sen 9 = 31. (d) 
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Debido a que F = Wa, se halla que 
š = & (W,—W sen 0). (e) 
W 
Comparando las ecuaciones c y e, se puede ver que el segundo sistema tendrá 
una aceleración diferente y por consiguiente tendrá distintos desplazamientos. 


Si W = W, = F y 9 = 30%, se halla £, = g/4 y *,/ = g/2. Además, en 
cada caso las aceleraciones son constantes. Integrando, 


Xi = por Tews Dt, 


SPE meman 
“=p W. í 2 
y y 
Xy = 5 (W: — W sen0) t, 
W t? 
xi SEAS 


suponiendo que las condiciones iniciales son ceros, 


Ejemplo 3.11. Determinar la aceleración de cada bloque en el sistema que se 
muestra en la figura 3.17. Las cuerdas flexibles, inextensibles y de peso des- 
preciable pasan sobre poleas lisas y de masa despreciable. 

Debido a que se desprecia la masa de las poleas, la tensión en el cable no 
cambia al pasar sobre ellas. Esto se muestra en los diagramas (d) y (e). 
Escribiendo sucesivamente la ecuación de movimiento para cada uno de los 
diagramas de cuerpo libre que se muestran, se obtienen las cinco ecuaciones 
siguientes: 


A 

T,— A = gia f (a) 
B.. 

AS T (b) 


Yo 


Fig. 3.17 


DINAMICA DE LA PARTICULA 159 
C.. 
Ts NES G = 7 Yo, (c) 
ES 
2T, — Ty z: (0) F2, 2T: =e Ta (d) 
T:— 2T; = (0)%, Ta = 2T. (e) 


Teniendo seis incógnitas y solamente cinco ecuaciones, antes que el pro- 
blema pueda resolverse se debe escribir una relación adicional. Esta ecuación 
adicional proviene de consideraciones cinemáticas. Nótese que se han usado 
tres coordenadas independientes para describir las aceleraciones pero solamen- 


-te dos de estas coordenadas son independientes, esto es, el sistema tiene única- 


mente 2 grados de libertad. Los desplazamientos y4, Yg Y Yg se pueden rela- 
cionar de la siguiente manera. Supongamos que A tiene un desplazamiento y, 
positivo hacia arriba relativo a XoYo. Entonces la polea 3, en la que se ha 
situado xy, tendrá un desplazamiento ——y4/2. En seguida supondremos que B 
tiene un desplazamiento p positivo hacia arriba relativo a xy. Los desplaza- 
mientos absolutos de A, B y C se pueden ahora escribir, 


Ya = Ya, Ya = Ya; (A) 
ys =— 5 + p, de = — 7 + p; (2) 
yo = — F — p, Yo = — 7 —p. (h) 


Estas ecuaciones adicionales relacionan las aceleraciones y proporcionan 


una solución única para y, Yg Y Yo Resolviendo estas ecuaciones simultáneas, 


se halla: 
y _ | 2BC — AB — AC 
4 — | AB + BC + AC 


j 
: 24C — AB — BC 
Ya = 8» 


AB +- BC + AC 


> aab abC aA] 
Yo =| AB BOZAC |8* 


SABC 
O TU BER TO 


3.7 Justificación del análisis como una partícula. Los ejemplos ante- 
riores se han limitado a cuerpos relativamente pequeños que han sido 
tratados como partículas. En los ejemplos 3.10 y 3.11, los cuerpos tuvie- 
ron movimiento de traslación pura y cada punto tuvo la misma acelera- 
ración; por lo tanto las ecuaciones que se utilizaron dieron los resultados 
correctos. Sin embargo, en el caso de la cuenta que se desliza en el alam- 
bre, cada punto no tiene la misma aceleración y podría esperarse un 
error en la solución. Consideremos un problema similar donde el cuerpo 
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no es pequeño e intentemos determinar la relación entre el tamaño del 
cuerpo y la trayectoria que describe. 

La varilla que se muestra en la figura 3.18 se mueve con velocidad 
angular constante w en una canal circular lisa. Se desea determinar la 
fuerza necesaria, a lo largo de la varilla, para mantenerla en esta trayec- 
toria, teniendo en cuenta la influencia que la dimensión radial tiene 
sobre la magnitud de la fuerza. | 

Se supone que, para una aplicación particular, es aceptable un error 
de 5 por ciento y que en este caso las dimensiones son pa = 20 m, pp = 
22 m y la anchura de la varilla, esto es, la dimensión normal al radio pi, 
es pequeña. 

Antes de hallar la fuerza, se debe hallar la aceleración. Para hacer 
esto, elegimos los orígenes (fijo y móvil) en el centro de la trayectoria 
circular, con el sistema de coordenadas móvil unido a la varilla, según 
se muestra. La ecuación de la aceleración para un elemento diferencial 
de la varilla es 

F=R+0xp+0X(0X pi) +7 +20 Xx 7. 
E =0+0+0kX (ok X pi) +0+0=—o*p;). 

La fuerza sobre cada partícula requerida para producir esta acelera- 
ción será 
F, = miñ = —mio pi]. 


Se puede obtener la fuerza total integrando de pi = pa a pi = po. 


Yo 


Fig. 3.18 
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= po P pes 
E = 1 — Mio pi] = =w] pii 
Pa Ps 
- Obtendremos ahora una expresión para m; en términos de la masa 


total M: 
m = dM = u dps, 


donde u = masafunidad de longitud = M/(pw» — pa). Por lo tanto 


zà b M 
E —o f — ri dpi, 


pa Ph T Pa a 
5 - M [p 2M} 
P = oj E o t pat), 
po—pal 2 po 2 (py — pa) 


FM Pate, 
2 

Nótese que los resultados dependen del radio medio, no obstante, si 
Pa = po, O si el cuerpo es lo suficientemente pequeño, se puede utilizar 
cualquiera de estos valores. El error máximo para la dimensión dada es 

21 — 20 
e = ——_—_— X 100 = 4.7% 
21 

Esto es, menos del 5 por ciento del error permisible. Por lo tanto, en este 
caso se puede tratar este cuerpo de dimensiones finitas como una par- 
tícula, 


3.8 La ley de Newton y la rotación de la Tierra. Como otra aplicación 
de la segunda ley de Newton, consideremos el análisis de partículas sobre 
la Tierra con movimiento de rotación. La Tierra tiene un movimiento 
más bien complejo en un sistema inercial primario; por consiguiente las 
aceleraciones sobre la Tierra se componen de varias partes: una debido 
al movimiento de la Tierra en la galaxia, una debido a la aceleración del 
Sol y una más debido a la rotación de la Tierra alrededor del Sol. Esta 


~À F / e 


Fig. 3.19 
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última aceleración es la mayor de las mencionadas. Un cálculo del valor 
de ésta mostrará que, así como las otras, puede despreciarse. Suponga- 
mos que el centro del Sol no tiene aceleración y, por tanto, se puede usar 
como origen de un sistema inercial primario. 

El vector de posición p efectúa una revolución por año alrededor del 
Sol; por lo tanto, su velocidad angular (aproximadamente constante) es 


brev acetadi 1 año 1da 1h 
año rev 365 días ` 24 hs * 3600 seg 
= 1.99 x 107 rad/seg. 


La aceleración de la Tierra relativa al sol es aproximadamente 


d=wX (© x p) . 
La magnitud de esta aceleración es 


(1.99 x 107” rad/seg)* x 150 x 10° Km Xx Ps 


1 Km 
= 0.594 x 107? m/seg?. 


o sea alrededor de 0.06 por ciento de g. Por lo tanto, para la mayoría 
de los problemas de ingeniería sobre la Tierra se puede despreciar este 
término. En vista de la magnitud del error que interviene, se puede con- 
siderar el centro de la Tierra como estando fijo (o cuando menos que 
no tiene aceleración). Por supuesto, que hay algunos problemas corrien- 
tes de ingeniería, como por ejemplo, el movimiento de satélites, espe- 
cialmente alrededor del Sol o de otros planetas, que exigen la considera- 
ción de aquellos términos para lograr la precisión deseada. También un 
astrónomo debe tomar en cuenta estas aceleraciones en los cálculos que 
efectúa sobre los movimientos de los cuerpos celestes. 

Para tener una idea de la significación (o insignificancia) de la rota- 
ción de la Tierra, consideremos fijo su centro y elijamos un sistema de 
referencia “fijo” con el origen en el centro de la Tierra. Se tomará el 
origen móvil sobre la superficie de la Tierra con el eje x en el plano de 
un meridiano y con la dirección positiva hacia el norte y el eje y a lo 
largo de la línea de la plomada (vertical), de ahí que el eje z apuntará 
hacia el este. Ver figura 3.20. Se aconseja al lector considerarse situado 


a 


en el sistema de coordenadas móvil, El movimiento de este sistema de' 


coordenadas tendrá una velocidad angular constante de una revolución 
por día o sea w = 7.3 X 107% rad/seg. Consideremos ahora un punto P 
que se mueve sobre la Tierra y que se localiza en el sistema de coorde- 
nadas móvil mediante el vector f. 

La aceleración del punto es 
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Yo 


y E 


Dirección de 
la línea de 
plomada 


Zo 
w = 7.3 x 107? rad/seg 


Fig. 3.20 


= 
El primer término R representa la aceleración de un punto que se 
mueve sobre una trayectoria circular; por tanto 


A ES 
El término % representa la razón de cambio de w pero ya que la magni- 


tud de un día es aproximadamente constante, « = 0, Por lo tanto, la 
primera de las ecuaciones se reduce a 


F=0x [ox (R+p)] + 3+ 2x0. 

La ecuación anterior representa, para una buena aproximación, la 
aceleración de un partícula sobre la superficie de la Tierra. Se puede 
hacer una simplificación más, si se observa que para aquellos problemas 
en la proximidad de la superficie de la Tierra |p| es pequeño (algunos 
cientos de metros o menos comparados con |R| œ 6400 km). Por con- 
siguiente i 

Rolo. y F?=0x(exR)+4+20 Xx 0. (3.10) 


Esta aceleración se utiliza en la solución de los siguientes ejemplos 
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Ejemplo 3.12, Supongamos que se pesa un objeto sobre la superficie de la 
Tierra. Debido a que el cuerpo estará en reposo en el sistema de coordenadas 
móvil, Y y g serán iguales a cero y la ecuación 3.10 se reduce a 


F=0X (wx R). (a) 

Si el peso se suspende de una cuerda, la dirección de ésta será la direc- 
ción de la línea de plomada y el peso será igual a la tensión en la cuerda. 

Un diagrama de cuerpo libre del peso, muestra la tensión T a lo largo de 


la vertical y la fuerza de atracción de la Tierra pasando por el centro de masa 
de esta última. Del segundo axioma de Newton, 


T + mg = mí = mo x (o x R)), (b) 
donde mg’, es el verdadero peso o atracción gravitacional. T es el peso apa- 
rente y 


T = mg, T =—mz. c 
Ahora g $ (e) 


R= Rē, y —=e(sngp, + cos q E). (d) 


Entonces œ X (o X R) llega a ser Ro? (sen @ cos q Eg — cos? $ £,), y la 
ecuación b toma la forma 


mg(cos B €, + sen B Eg) —mg'é, = mRau? (sen $ cos $ Ep — cos? y E,). (e) 


Las ecuaciones escalares son 


mg cos 8 —mg' = —mRa? cos? ẹ, (f) 
mg sen 8 = mRa? sen $ cose. (g) 
De la ecuación g, l 
2 
B = ang sen [m a . (h) 


A una latitud de $ = 45°, 8 es máxima y tiene el valor aproximado 8 = 0.1°. 


Yo 


Dirección de la linea 


B de plomada 


Línea radial 


Fig. 3.21 


Zo 
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Debido a que f es un ángulo muy pequeño, cos 8B e 1. Entonces la ecua- 
ción f se puede escribir 
g — g = Ro? cos” y. (2) 
En el ecuador $ = 0 y la desviación máxima en g es 
Ag = g —g = 0.032 m/seg? 


Ag 0.032 


1 


En otros problemas de interés, intervienen movimientos en que Y y 4 


no son iguales a cero, 
La ecuación del movimiento es 


F = mí, 
donde EEN Ñ 
F=0X (o X R) + 4+ 20 X 7. 

Al considerar situaciones donde la atracción gravitacional o gravitatoria 
de la Tierra es la única fuerza, entonces la ecuación de movimiento para 
la partícula llega a ser 

m7 = mlo X (ox R) +3 + 2o X 0] (3.11) 
o bien ENON E 

mg —mlo X (o X R)] = ma + 2mo X 7. 

El primer miembro de la ecuación, como se vio en el ejemplo anterior, 
es igual a mg. Entonces 


má = mg — 2mo X Ù (3.12) 
dá = —gj — 2o X D. (3.13) 
Puesto que 
w = ocos hI +osenegj, 
D= X1 + + žk, 
a= i +5 +2k, 
entonces 


1 7 k 
Z= —g]— 2| ocos usen 0 (3.14) 
* ý ż 
Nótese que se ha omitido el ángulo 8 ya que es un ángulo pequeño. 
Las componentes escalares de á se pueden escribir como sigue: 
Xx = —Zouz sen $, 
Y = —g + 2uz cos p, (3.15) 
zZ = —2oy cos dp + 2wx sen e. 
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Integrando cada una de las ecuaciones 3.15, | 
x = —2øz sen y + C,, 
ý = —gt + oz cos $ + Co, (3.16) 
¿= —2wy cos $ + Zox sen ġ + Cs. 


Las ecuaciones 3.15 y 3.16 son las ecuaciones generales para la ace- 
leración y la velocidad de una partícula sobre la superficie de la Tierra, 
sujeta a la fuerza gravitacional o gravitatoria, A fin de determinar los 
desplazamientos en el sistema de coordenadas móvil se deben resolver 
estas ecuaciones con las condiciones límites que se aplican al problema 
particular. 


Supongamos que en el instante ¢ = 0 la partícula está en el origen 
y tiene la velocidad Js = xoi + Yo + Zok; entonces 


Ci = Xo CG =s =¿ 
De ahí que, A: a Y O: 


x = —2oz sen $ + Xo 
ý = —gl + 2uz coso + jo, (3.17) 
z = —2o (y cos p — x sen $) + Ze. 
En seguida se sustituye * y y en la ecuación para Z y se obtiene 
2 = Zogt cos p — 4u?z — 2wjo cos $ + 2w%, sen $. 


En muchas situaciones w? es pequeña comparada con xo y jo, en tal caso 
se puede despreciar el segundo término. Entonces, 


¿ = ugl? cos $ — 2Zujo cos pt + 2urosengt + Ci 


ogi? a e 
2=-=3 cos $ — wjo cos $ t? + wko send 1? + Cat + Cz. 


Puesto que ¿ = Zo y z = O cuando t = 0, Ci = zo y Cs = 0. 


e Den E 
z=- Cos + ot (xo sen $ — fo cosp) + żot. (3.18) 


Se sustituye ; nó i i 

; ye z, como se determinó anteriormente, en las expresiones para 
A » . ya . 

ž y y y se desprecian los términos con «?. De manera que 


x = Xo — 2ozot sen q 
y 
Y = —gt + Jo + 2ozot cos œ. 


Integrando y calculando las constantes, 


= Xof — ož” sen $, (3.19) 
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Po et iaa 
y = RON + Pol + wot” cos $. 
Ejemplo 3.13. Se deja caer una piedrecita en un pozo de 1.20 m de diámetro 
y 20 m de profundidad. Investigar la posibilidad de que la piedra choque con 


la pared antes de alcanzar el fondo. 
Debido a que la piedra se deja caer a lo largo de la línea de plomada, 


žo = o = ly = 0. Entonces 


x=0, 
a A 
J= 2” 
[3 
cl cos q, 


o bien expresando la desviación z de la línea de plomada como una función 
de la profundidad —A del pozo, 


y s 
og r) h 

LS era cos q. 

E 4 


En este caso h = 20 m, g = 9.81 m/seg?, o = 7.3 X 1078 rad/seg. Supon- 


. gamos œ = 60° (el pozo está situado en Anchorage, Alaska). Entonces 


z = 0.87 x 10m. 


Siendo este valor mucho menor que los 60 cm de radio del pozo, es evidente 
que la piedra no chocará con la pared antes de llegar al agua. 


Ejemplo 3.14. Se dispara un proyectil hacia el norte a una latitud 60° N, con 
xo = 880 m/seg y Yo = 190 m/seg, żọ = 0. Despreciando la resistencia del 
aire, hallar las coordenadas del punto de impacto. 

Cuando el proyectil hace impacto y = 0; así que 


EE 
Jo == Ósea t=-—ga = 100 seg. 


x = Xot = 880 x 100 = 88 Km. 


t 
z= GE coso + iseng — jocos ¢ |; 


3 
Por consiguiente 


z = (7.3 x 1075) (100) LOCO) (5) + 880 YO — 490 


(2)]= 0055 


Es evidente que la rotación de la Tierra es un factor importante en la artille- 
ría de largo alcance. Cuando se consideran los proyectiles dirigidos balísticos 
de largo alcance el efecto es aún más importante. 
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3.9 Trabajo y energía. La sección anterior se destinó a la segunda ley 
de movimiento de Newton, que es una relación vectorial entre fuerza, 
masa y aceleración. Esta relación es adecuada para manejar todos los 
problemas de cinética; sin embargo, existen numerosas situaciones don- 
de la aplicación directa de esta ecuación no es muy conveniente. Por 
ejemplo, si se desea la velocidad del bloque del ejemplo 3.7, podría re- 
sultar muy laboriosa la integración directa de la ecuación para 4. Para 
facilitar la solución de éste y otros problemas, podemos efectuar algunas 
transformaciones matemáticas en la ecuación 3.1 de tal manera que se 
deduzcan relaciones útiles entre los desplazamientos y las velocidades, 

Consideremos una partícula de masa m; que se mueve a lo largo de 
una trayectoria bajo la acción de una fuerza F;, como se muestra en la 
figura 3.22, 

Del segundo axioma de Newton, la ecuación de movimiento en for- 
ma vectorial es 


Si multiplicamos escalarmente ambos miembros de la ecuación por Fis 
obtenemos 


Debido a que la masa de la partícula es constante, la ecuación anterior 


se puede reescribir en la forma 


m d y 7 _mid Fo. 
Fi PEE (ři) Ti = 2 di (Fi Y;) 
o sea 
dr mi d 2 du 
F; di 5 go SINO 


donde v es la magnitud escalar de la velocidad o sea la rapidez de la 
partícula, 


Fig. 3.22 
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Se ve entonces que después de multiplicar ambos miembros de la 
ecuación por dt, se llega a 


A , dř; = mi0 du. 


De la discusión anterior de cinemática dí, = ds%; donde ds es la dife- 
rencial de la longitud del arco y Z; un vector unitario tangente a la tra- 
yectoria en la dirección de movimiento de la partícula. Si se integran 
ambos miembros de la ecuación entre límites apropiados, obtenemos 

yo 


$ Fs és ds = p mv du = - (v: — v”) = Ta—T,. (3.20) 
vi 

La integral del primer miembro de la ecuación 3.20 se define como el 

trabajo efectuado sobre la partícula por la fuerza F;. El término Hamu? 

es la energía cinética T de la partícula. Por lo tanto, el trabajo efectua- 

do sobre la partícula por la fuerza F; al moverse a lo largo de una tra- 

yectoria, es igual al cambio en la energía cinética de la partícula. 

Es importante observar que el desplazamiento dř; es tangente a la 
trayectoria de la partícula: por lo tanto el producto escalar F + dř; re- 
presenta la componente, F; de la fuerza tangente a la trayectoria, multi- 
plicada por el desplazamiento d7;. Es evidente, de la definición del pro- 
ducto escalar, que si dr; está en la misma dirección que Fs, entonces el 
trabajo efectuado sobre la partícula es positivo. La integración se debe 
llevar a cabo a lo largo de la trayectoria descrita por la partícula. 

Si hubiésemos optado por escribir las ecuaciones escalares de movi- 
miento de la segunda ley de Newton en lugar de la ecuación vectorial, 
entonces tendríamos 


d ; 
Po =i (mix), 
d 
Fy sen (miy), 
d , 
F; = T (miż). 


Multiplicando cada miembro de la primera de estas ecuaciones por ž y 
suponiendo m; constante, se obtiene 


is ES 
Fox = Mix (x) = mj4x = 5 7 (x) 
o sea F 5 
x . 
Fs = Mike. 


Multiplicando por dt, 
Fs dx = mix dx. 


170 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS 


Integrando, obtenemos 


T F, dx =m; | èdi = gm (i? — 22). (3.21) 


ži 


Análogamente para las direcciones y y z. 


1 

$ E, dy = ms), (3.22) 
E | 

Sr, do = sms (à AN (3.23) 


Las relaciones de trabajo y energía son útiles donde se desea determinar 
el cambio de velocidad de una partícula después que ciertas fuerzas han 
actuado sobre ella en una trayectoria conocida. Si las fuerzas que ac- 
túan sobre la partícula son una función de la posición de la partícula 
o son constantes, las integrales de las ecuaciones 3.21 a 3.23 se pueden 
calcular directamente para conocer la rapidez de la partícula, 

La expresión F; + 7, recibe el nombre de potencia P. La potencia se 
puede escribir 


O sea 


Ps sT (3.24) 


que dice que la potencia es igual a la razón de cambio con respecto al 


tiempo de la energía cinética, 


Ejemplo 3.15. Un pequeño bloque de peso W se desliza hacia abajo en un 
alambre recto de A a B. El coeficiente de rozamiento entre el bloque y el 
alambre es u y la velocidad en A es vọ. ¿Cuál es la velocidad en B? Ver las 
figuras 3.23 y 3.24. 


Fig. 3.23 


DINAMICA DE LA PARTICULA 171 


Fig. 3.24 


x 


Eligiendo A como origen de un sistema de coordenadas, con x a lo largo 
del alambre y y y z en cualesquiera direcciones normales, nuestras condiciones 
iniciales son 


x=0, x=0 para t=0, 


Para tener la seguridad de que todas las fuerzas estén incluidas en el análisis, 
se dibuja un diagrama de cuerpo libre del bloque. 

En general se deben considerar las ecuaciones 3.21 a 3.23. No obstante, con 
esta elección de coordenadas, dy = dz = 0. Por lo tanto, solamente es nece- 
sario considerar las fuerzas en la dirección x. De la ecuación 3.21, 


fr, dx = ¿mlér—x0), 


obtenemos 


L 
S, (W cos 9 — F) de = 5 E (ia? — ia). (a) 


En vista de que el bloque está en movimiento, 


F = uN 


y se puede obtener N considerando la ecuación escalar en la dirección y del 
segundo axioma de Newton. 


Fy = my = 0, 
N = W send = O, 
F = uW sen 0. 


La sustitución en la ecuación a y la integración producen 


3 


WL cos 6 — uW L sen 0 = A (x8? — vo?) 
que cuando se resuelve para la rapidez en B da 


xg = [2gL (cos 0 — usen 0) + vof. (b) 


Se debe observar que la rapidez en el punto B es independiente de la masa 
de la partícula. 
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Ejemplo 3.16. Una fuerza F = (y + 22)1 + (x2 + y2)] + (xz +yz + 
y?z)k kg actúa sobre una partícula que se mueve a lo largo de la curva y = 
222 cm en el plano yz. Calcular el trabajo efectuado por esta fuerza cuando la 
partícula se mueve desde el origen hasta el punto (x = 0, y = 8, z = 2). 


fJ F-dr= $ Fads+ f” Fydy + f” Fede. 
xi y z 


33 0 
f Fds= f. CO 
xi 


y 8 sb 512 
= DN A 
J'r, dy= f (0+3) dy = -| = z~ kg-cm, 


É 2 24 42 RP 64 128 
e 5 sl le de + ko ci, 
Sora [10420 +42) de = [5 + El zt kg-cm 


5 512 64 128 3392 
E dë = == 26 kg-cm. 


Ejemplo 3.17. Se supone que el peso W en el problema del ejemplo 3.5 se 
suelta desde el punto A con velocidad cero. ¿Cuál es la fuerza normal sobre 
W en el punto C? 

La aplicación directa de la relación de trabajo y energía 


JF NeT 


da 
W 


1 
2Wa = T z Ug. 


Puesto que en todo instante Ñ es normal a dř no efectúa trabajo, mientras 
que W trabaja solamente en su desplazamiento vertical, en C tenemos 


2 2 2,2 
N=w ay pda -W taoi f 
gl P 


Aquí, una combinación de la ecuación de trabajo y energía y la segunda 
ley de Newton conduce a la solución más directa. 


Ejemplo 3.18. Una masa m se deja caer desde el reposo a una distancia verti- 
cal k sobre un resorte de constante k. Determinar la deflexión $ máxima del 
resorte, la velocidad máxima de m y la potencia máxima desarrollada si 
h =0. 

En el punto de deflexión máxima del resorte el trabajo efectuado sobre m es 


za fil 
f F.d? = mglh + 8) — f kedz = Ta— T. (a) 


Ya que m se deja caer desde el reposo y nuevamente llega al reposo cuan- 
do el resorte se comprime una distancia $, el cambio en la energía cinética es 
cero. La ecuación para 8 llega a ser 
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mglh + 8) — 5 kò” =0 


O sea 


Entonces 


E mgY?  2mgh l'h 
s =E a | (28) y Ener (b) 


. o sea que debido a la deflexión estática del resorte 8,¿ = mg/k, esta ecuación 


para $ se puede escribir 
3= Sas. $ [Syt.? + 2h851.]” (c) 


Nótese que aun cuando A sea igual a cero, 3 = 28,1 

Para obtener la velocidad máxima, primero hallamos una expresión general 
para la velocidad y después se calcula el máximo. Denotando la deformación 
del resorte por x, se tiene i 


2 


En lugar de resolver para v y calcular el máximo, también podemos calcu- 
lar el máximo de la energía cinética. 


mg(h + x) p = gmo =T. (d) 


dT 
A = mg kx = 0 
o bien 
"== Bas (e) 


Se ve que m adquiere su velocidad máxima cuando pasa por la posición de 


equilibrio estático. Sustituyendo este valor de x en la ecuación (d), se obtiene 


21 
Umáx = El aig d : (f) 


Para hallar la potencia máxima desarrollada con A = 0, escribimos 


a 2 Ya 
P=F-*0= (mg —kx) (26 —£5) ; (g) 


P 5] 15 (h) 


que es la posición de máxima potencia. Sustituyendo este valor de x en la 


ecuación g, se halla que 
mg? | m Ph ; 
Pass = zez] s (2) 


3.10 Sistemas conservativos y energía potencial. Examinaremos algu- 
nas de las características del modelo que se ve en la figura 3.25, para 


Haciendo — = 0 se deduce 
dx 
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a 


-Cuerda elástica 


adquirir un conocimiento de cómo el trabajo es efectuado por las fuer- 
zas que actúan sobre una partícula. 

El sistema que nos interesa ahora es una particula de masa m; situa- 
da sobre una superficie plana, lisa y horizontal. Se une a la masa una 
cuerda elástica que pasa sin rozamiento a través de un orificio de la su- 
perficie plana y se amarra en B a un soporte rígido. Por simplicidad, la 
longitud de la cuerda elástica es tal que cuando la masa m; está en el 
origen O, la cuerda tiene su longitud original o sea que no está alargada. 
Supongamos que la cuerda tiene las características de un resorte lineal o 
en otras palabras cuando se dibuja la fuerza en la cuerda contra los alar- 
gamientos que produce, se obtiene una línea recta como la de la figu- 
ra 3.26. Se ve que la fuerza F está relacionada con el cambio en la lon- 
gitud de la cuerda mediante la ecuación 


F = kAL. 


Volviendo a nuestro sistema, determinaremos el trabajo efectuado por 
las fuerzas que actúan sobre la partícula cuando se mueve hacia diversas 
posiciones sobre la superficie plana. 


Fig. 3.26 
k Pendiente =% 


Fuerza F sobre la cuerda 


Cambio AL en la longitud de la cuerda 
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Las fuerzas que actúan sobre la partícula son las siguientes: 


La fuerza de la cuerda (k AL). 
El peso (W = mg). 
La reacción del plano (R). 


EE 


Si solamente consideramos movimientos de la partícula sobre el pla- 
no, entonces el peso y la reacción sobre la partícula, debida al plano, son 
vectores colineales cuya suma total es cero. De ahí que la única fuerza 
que puede efectuar algún trabajo será la fuerza de la cuerda. 

En la figura 3.27, T; es el vector que define la posición de la partícu- 
la en el plano. La fuerza F; que actúa sobre la partícula siempre estará 
dirigida hacia el origen debido a que la cuerda flexible solamente puede 
transmitir fuerza a lo largo de su eje longitudinal. 

La magnitud de F; está dada por 


[F] =klr¡] osea Fi = kri. 
La descripción de F; como vector es 
F; = —F;¡é, = —kr; cos 0 1 — kr; sen 07 + 0%. 
De la figura 3.27, se tiene 


x 
cos =— y senl = 
Ti 


A 
4 


Por lo tanto, _ D 
F; = —kxi — kyj + Ok. (3.25) 


Recordamos de la sección anterior que el trabajo W se expresó median- 
te la siguiente integral: 


W = (Fi: dr = | Fs dx + f Fy dy + f Fo dz. (3.26) 
Para el presente caso hallamos que 


Ya y2 k xo k 2 
W = -f kx dx =S ky dy = a li -7 DI , (3.27) 
y 


Fig. 3.27 
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y 


Fig. 3.28 


donde x2, Y2 y *1, Yı representan las posiciones final e inicial de la masa, 
respectivamente. 

Es importante hacer notar que en este caso, el trabajo efectuado (por 
las fuerzas que actúan sobre la partícula) es completamente indepen- 
diente de la trayectoria y solamente depende de las coordenadas de los 
puntos extremos de la trayectoria. Además, si tomamos cualquier trayec- 
toria arbiraria de xı, yı a xo, yə y una trayectoria diferente y arbitraria 
para regresar a X1, yı, como se puede ver en la figura 3.28, se dedude de 
la ecuación 3.27, que el trabajo total efectuado por las fuerzas es cero. 
Todo sistema de fuerzas que tenga la característica de que el trabajo 
efectuado por las fuerzas que actúan sobre la partícula cuando ésta se 
mueve de una posición xı, Yı, z, a una posición Xə, y», Zə, es función ex- 
clusivamente de las coordenadas de los dos puntos, se llama sistema con- 
servativo de fuerzas. 

También se puede escribir la ecuación 3.27 en la siguiente forma: 


Xi yr? 


W = — e + ye” 


y debe entenderse que esto significa que el trabajo efectuado por las 
fuerzas sobre la partícula cuando se mueve de x,, y, A X2, Ya €s 


W =E (0x0) + (12 —y2)1 (3.28) 


El trabajo efectuado por las fuerzas cuando la partícula se mueve 
desde el origen hasta cualquier posición x, y es simplemente 


k 
= — pJ Ca + y’) (3.29) 


Para propósitos de identificación, al segundo miembro de la ecuación 
3.29 le llamaremos una función de trabajo. 

Calcularemos dW cuando x y y reciben incrementos dx y dy. En- 
tonces 
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dW =— Ñ [(æ + dx)? + (y + dy)? xy] =— ha de — ky dy (3.30) 


obteniéndose la última igualdad cuando se desprecian términos de se- 
gundo orden. Se ve que dW es justamente la diferencial total de la fun- 
ción de trabajo, que podría haberse obtenido de las reglas generales de la 
diferenciación parcial, de la manera siguiente: 


aw 
ox 


Comparando las ecuaciones 3.31 y 3.25 se obtienen las siguientes rela- 
ciones entre las fuerzas y la función de trabajo: 


dW = dx + yd = —kx dx — ky dy. (3.31) 


ow 
oW ; 
F, = ay? (3.32) 
na xo 
FA 


Por lo tanto, se ve que para un sistema conservativo de fuerzas don- 
de el trabajo efectuado por las fuerzas es independiente de la trayecto- 
ria de movimiento, las fuerzas deben deducirse de la función de traba- 
jo W que contiene como variables solamente las coordenadas del espacio. 
Además, como 


F- dí = dW = F, dx + F, dy + F, dz, 


y si tal función W existe, entonces Fy dx + F,dy + F, dz debe ser la 
diferencial exacta de la función W. Esto es, 


Fa dx + F, dy + F, dz = Sd dE > dy + = dz (3.33) 
y consecuentemente 
F=, 
Fy = <, (3.34) 
Ra a 


para un sistema conservativo, De las ecuaciones 3.34 es evidente que de- 
ben satisfacerse las siguientes relaciones entre las fuerzas, siempre que 
las derivadas parciales sean continuas: 
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pon e 4 


A E, (3.35) 


oF, W P, 
ox zox 02” 


o sea que 
yxF=0, 
donde y es el operador 1(0/0x) + 3(9/voy) + k(9/0z). 

Las fuerzas de rozamiento y las fuerzas dependientes de la velocidad 
no satisfacen estos criterios. 

Físicamente sabemos que cuando la partícula se mueve alejándose 
del origen, la energía se almacena en la cuerda elástica. Si la partícula 
se detuviera en algún punto (x, y) se tendría un potencial (V) para 
efectuar trabajo, igual a la cantidad de energía almacenada en la cuerda 
elástica, según lo expresa la ecuación 3.29. Además, para un pequeño 
incremento Ax y Ay de x y y sabemos que este potencial, para efectuar 
trabajo, se incrementará en AV. Sin embargo, si examinamos la ecua- 
ción 3.31, para un incremento positivo en x y y de Ax y Ay observamos 
que AW es negativo; de ahí se deduce que en el límite 

dV = —dW (3.36) 
para un sistema conservativo. La energia potencial es un término relativo 
y el punto o superficie de referencia desde donde se mide es arbitrario. 
Por lo tanto, en nuestro ejemplo, podemos integrar la ecuación 3.36 
agregando una constante de integración arbitraria: 


E O > (+7) +C, (3.37) 


donde C, es la constante de integración y depende de aquello que de- 
seamos establecer como referencia. Se sigue ahora que 


oV 

Ps — TTO 
oV 

F, = -7 (3.38) 
oV 

Fe Tga 

O sea 
F = —yV 


para un sistema conservativo tal como el que se ha descrito. Estas rela- 
ciones también son ciertas para otros sistemas conservativos, 
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3.11 Conservación de la energía. Supongamos que se tiene un sistema 
conservativo tal como el que se ha descrito. Con relación a la ecuación 
3.36, tenemos 


Fa = Wa Va 1 
$7 Pi dr, = Je dW == e dV=>ms(o* —oj*), (3.39) 


Yi 


de la cual A 1 
V = Va = F MU? Hes mu = Tə RES Tis (3.40) 


La ecuación 3.40 se puede escribir como sigue: 


Vi + Ti = Va + T: = E = constante (3.41) 


La ecuación 3.41 establece que para un sistema conservativo de fuerzas 
la suma de las energías cinética y potencial permanece constante duran- 
te el movimiento de la partícula. 


3.12 Sistemas mixtos de fuerzas. Es posible concebir sistemas de fuer- 
zas que contengan tanto fuerzas conservativas como no conservativas, Por 
ejemplo, en el sistema de la figura 3.25 podría haberse incluido una fuer- 
za de rozamiento en la superficie de contacto entre la partícula y el pla- 
no. El trabajo efectuado por la fuerza de rozamiento siempre será nega- 
tivo y su magnitud dependerá de la longitud de la trayectoria recorrida. 
Por lo tanto, una fuerza. de rozamiento no satisface los criterios para un 
sistema de fuerzas conservativo. 

Sin embargo, en los sistemas de esta clase a menudo es conveniente 
separar las fuerzas en partes conservativas y no conservativas. Denotare- 
mos la fuerza conservativa que actúa sobre una partícula por F, y la 
fuerza no conservativa por F,. Entonces, de acuerdo con la ecuación 
3.39, podemos escribir 

F F Mis 2 
Fo: dr; + En: dri = F (0 — v?) = Ta — T.. (3.42) 
De la ecuación 3.39 se deduce que 
f Fardi = Vi — V.. 
Ahora se puede escribir la ecuación 3.42 como sigue: 
Mater fS Fn añ. (3.43) 


Puesto que En * dí; es negativa, la ecuación 3.43 establece que la ener- 


gía final Və + T es igual a la energía inicial V, + T, menos el trabajo 
no conservativo. 
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Ejemplo 3.19. El bloque W de la figura 3.29 está en libertad de deslizar sin 
rozamiento a lo largo de la barra vertical. Además, el bloque está sometido a 
la acción de un resorte de constante k y longitud L no estando alargado. 
Puesto que no hay fuerzas de rozamiento presentes este es un sistema conser- 
vativo. La fuerza normal N es perpendicular en todo instante al desplazamien- 
to y por consiguiente efectúa trabajo cero y no tiene potencial. La fuerza de 
gravedad W es constante y su potencial es solamente una función de su posi- 
ción vertical con relación a la Tierra. Ya se ha demostrado que la fuerza del 
resorte es conservativa. i 

Si se da al peso una velocidad vo hacia abajo cuando el resorte está en la 
posición horizontal, hallar su velocidad en términos de 4. 

Para este sistema podemos utilizar 


Vit Ti= V + To. (a) 


Tomando como referencia, para energía potencial cero, la posición inicial, la 
ecuación a se transforma en 


IW enlig IW 
otg E A (b) 


Centramos nuestra atención en la velocidad v, los parámetros dados y el alar- 
gamiento S del resorte. De la geometría, 


(L + $) cos = L, 


L 1 — cos 0 
5 r=L| Ll. (e) 
Sustituyendo y resolviendo para v, obtenemos 
W, W, lr [ 1 — cos 0}? 
L u? = — t LA = 
T Jg + WL tang 0 y AL | 0 


La 274 
v= ES 2g(L tang 0) -ge al | w a 


L 


(b) 


Fig. 3.29 


DINAMICA DE LA PARTICULA 181 


Ng 
mg 
45° S 
kr N a B 
45° A 
y 
S mg 
(c) 
(b) x 
Fig. 3.30 


Ejemplo 3.20. Cada una de las dos cuentas de masa m se desliza sobre un aro 
vertical de alambre liso. Las cuentas están unidas mediante una varrilla rígida 
AB de peso despreciable, y además están sometidas a la acción de un resorte 
de constante k y longitud r no estando alargado. Si se suelta este sistema desde 
el reposo en la posición que se muestra en la figura 3:30, y la cuenta B se mueve 
hasta la parte inferior del aro, determinar lo siguiente: 


1. La rapidez angular de la varilla. 
2. Todas las fuerzas que actúan sobre la partícula A. > 


Supongamos que m sea lo suficientemente grande para que esto sea posible. 
Debido a que éste es un sistema conservativo, podemos utilizar la ecuación 


T + V = const. (a) 


Si se toma el centro del aro como punto de referencia, esta ecuación toma la 
forma 


$ mog + > mug? — mgr + 7 hr = Mgr + E r—r)?, (b) 


Puesto que la varilla es de peso despreciable e inextensible, debemos tener 
va = Ug = v. Entonces 
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dls ESE QA UN e) 
e o". (d) 


El diagrama de cuerpo libre de la partícula A se muestra en la figura 3.30b. 
La ecuación de movimiento de la partícula es 


meern 


F = mř. 


(miers E) (mE Jon (Er+58) (e) 


En vista de que hay tres incógnitas en esta ecuación, también se debe consi- 
derar el movimiento de la partícula B. 


v2 


FS (Wo —me + LP 5) 5 < m (50 + 25). (f) 


También tenemos la ecuación de cinemática 


Ya = Xp. (2) 
Resolviendo estas cinco ecuaciones escalares para las cinco incógnitas, encon- 


tramos 
2 
Ni=kr=m ($ ds 2), 
a r 


i EENE E y” 
sa me (h) 
V2 
> 3 Li E, 
Va = Xp = 9 


Ejemplo 3.21. Para demostrar la aplicación de los principios del trabajo y la 
energía a un sistema no conservativo, supongamos que en el ejemplo 3.19 el 
coeficiente de rozamiento entre W y la barra vertical es y. Entonces podemos 
utilizar la ecuación 


Fig. 3.31 
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Va + Ta = Va + Ta + | Fn dr, 


Con los mismos datos que antes, esta ecuación llega a ser 
WwW si 
E MO EA SE, ar, 
2 2 g 2 g 


f Ea dr = — f uks cos 90 de. 
De la geometría de la figura 3.29a, 
L 
Ri PR x 4 L = (L +S), 


donde x es la distancia vertical de W medida hacia abajo de su posición ini- 
cial. La integral puede escribirse 


Ss Sds 
es f o BLS + SF 


= —pkL fors + 87) — L log [+ (S + L+ (2LS + sa | 


Entonces 
1W 2 _ 11W 5 1 F 
r aS z AS + Wd 


uk { (LS + 82)“ — L log 7 (S +L + (288 + sv |] | 
La velocidad final, en términos del alargamiento S del resorte, es 


kS 2 i 
v= jor =- + + (W — ukL) (2LS + S2)% 


2uki?e op L 2) |) 
+= log | (S + L + (2ES + 5) 


Ejemplo 3.22. Se utiliza una cuerda elástica para detener la carrera de un 
aeroplano (peso bruto 980 kg) que aterriza con vı = 100 Km/h. Determinar 
la constante k de resorte necesaria, si la longitud del cable (no estando alar- 


gado) es igual a 2H = 100 m y el aparato se debe detener en una distancia 


xı = 25 m. Se supone que el sistema es conservativo. 
Si S indica el alargamiento en el cable, entonces 
S =2(x12 + H?)—2H. (a) 
La energía potencial V2 almacenada en el cable en la posición xı es 
Va = 2k[(x1? + HB?) — Hr. (b) 


Del teorema de conservación 


Ti + Vi =T; +V: 
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2H 
Fig. 3.32 

se deduce que 

1 

5 mu? +0=0 + 2k(x,? + 4?) — AP, (c) 
de la cual a 

A SN 
ds 4[(x12 + H?) — HE (a) 
Para nuestro ejemplo, 
2 
pare O a, 


4252 + 502) 2 — 50F 


3.13 El principio de impulso y cantidad de movimiento. Hasta estos 
momentos se han discutido dos técnicas generales para el análisis de los 
problemas en cinética de la partícula. El método de fuerza, masa y acele- 
ración (aplicación directa de la segunda ley de Newton) se aplicó cuan- 
do la aceleración está directamente implicada y se desea determinar una 
aceleración o una fuerza en cualquier instante. Se debe integrar la ecua- 
ción diferencial resultante para determinar las relaciones de velocidad y 
desplazamiento. Cuando las fuerzas que actúan sobre la partícula se pue- 
den expresar como funciones de la posición del cuerpo, es útil el método 
del trabajo y la energía cinética para la determinación de las relaciones 
velocidad-desplazamiento. Cuando el problema contiene fuerzas que se 
especifican como una función del tiempo, generalmente el principio de 
impulso y cantidad de movimiento proporciona la relación más directa 
entre las velocidades y las fuerzas. 

En los casos donde la fuerza sea una de las interacciones mutuas en- 
tre las partículas, es posible determinar las relaciones de las velocidades 
de las partículas sin necesidad de un conocimiento profundo del siste- 
ma de fuerzas, planteando el problema mediante las técnicas del impul- 
so y cantidad de movimiento, 
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Fig. 3.33 


La ecuación de impulso y cantidad de movimiento se obtiene a par- 
tir de la segunda ley de Newton, escribiendo la ecuación de movimiento 
en la siguiente forma: 


}) = £ G) =9. 44 
$ (m) = 5 (9) =$ (3.44) 
Multiplicando ambos miembros por dt e integrando, obtenemos, para 
masa constante, 


¡IU ña a — = 
Pdt = [7 4(mi) = mî — mh = Pe— P = Ap. (3445) 
ti 


fi 


i2 — 

La cantidad F dí se llama impulso de la fuerza F entre t, y tz. El 
fi 

término mř se llama cantidad de movimiento de la partícula, Por lo 


tanto la ecuación 3.45 establece que el impulso es igual al cambio en la 
cantidad de movimiento lineal. Tanto el impulso como la cantidad de 
movimiento son cantidades vectoriales con dimensiones de fuerza por 
tiempo. 

En virtud de que el impulso y la cantidad de movimiento son canti- 
dades vectoriales, se pueden escribir en términos de componentes en 
cualesquiera coordenadas convenientes para un problema. Por ejemplo, 
en coordenadas rectangulares, las ecuaciones escalares son 


ta 
Fo di 


ti 


ll 


má, —mi, = Afs, 


t2 
E, dt = mý — mý = Apy (3.46) 


f 


ta 
F: di => MZ — M2 = Apz. 
ti 
Si se conoce la fuerza F como una función del tiempo, el impulso 
está representado por el área bajo el diagrama fuerza-tiempo entre los 
limites ta y la. 
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Fig. 3.34 


La ecuación 3.46 se puede utilizar para determinar el desplazamien- 
to de una partícula. Consideremos la primera de estas ecuaciones esca- 
lares, ya que argumentos idénticos se pueden aplicar para las otras. La 
figura 3.34 muestra una gráfica F, contra el tiempo y deseamos determi- 
nar la componente x del desplazamiento en el instante tı, sujeta a las 
condiciones iniciales en t = 0, 

De la primera de las ecuaciones 3.46, la velocidad x en cualquier ins- 
tante ¢ se puede escribir como sigue: 


: 1 f* 3 dx 
isz Pitis, (3.47) 


donde 


xo = velocidad inicial para t = 0. 


Efectuando otra integración para determinar el desplazamiento x en 
el instante t, se deduce que 


1 t1 t , 
zzz, | f Peat | at + iota xo, (3.48) 


Fig. 3.35 
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donde 


xo = desplazamiento inicial. 
0 


Debe tenerse cuidado en el uso de las ecuaciones 3.47 y 3.48 ya que 
una sola función analítica puede no describir F, en todo el intervalo de 
=0at=t. | 
Por ejemplo, supongamos que P,(t) describe Fe como una función 
del tiempo en el intervalo ¿ = 0 a t = t y F(t) describe F, en el inter- 
valo de tiempo t = f at = t, como se muestra en la figura 3.35. 
En el intervalo de tiempo 0 < t <= f, se deduce que 


i 
f Fadi = 0 F(t) dt. 
0 


En el intervalo de tiempo t S t S h. 


fris f mo dtf F,(¢) de. 


Para este caso caso la ecuación 3.48 llega a ser 


1 i t 
E Bl F, (t) dt Jas 


t v 1 
+> Mel Falt) dt 4 S, F,(t) de Jas + dot, + xo. (3.49) 

Este argumento se puede extender a cualquier número de funciones 
que podrían ser necesarias para describir la fuerza. Este concepto es ex- 
tremadamente útil cuando se desea predecir desplazamientos de una 
partícula de datos fuerza-tiempo determinados experimentalmente, que 
no pueden estar establecidos satisfactoriamente con una sola función de 
tiempo sobre un ciclo temporal completo que interese. 


t1 t 
La integral T [f F; a| dt también puede examinarse gráfica- 
0 0 
mente * y conduce a conceptos útiles e interesantes. Veamos las figuras 
t , 
3.36a y b, donde F; y J F, dt se dibujan respectivamente como funcio- 
0 


nes del tiempo, 


t1 é 
Primeramente observaremos que la integral f i Fa a] dt es 
0 0 


t ; 
el área bajo la curva Fs dt entre los límites ¿ = O y £ = t, de la 
0 


figura 3.36b. De la figura 3.36a, esta área se puede expresar como 


4 Timoshenko y Young, Engineering Mechanics, Tercera edición, McGraw- 
Hill, págs. 275-279, 
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f i | Í A ae di = Í "Falta —t) dt. (350) 


Interpretada geométricamente, la ecuación 3.50 es simplemente el mo- 
mento estático del área bajo la curva Fat con respecto al eje t,, Defi- 
niento t¿ como la distancia desde £, al centroide del área bajo la curva 


Fat y A como el área bajo la curva Fat entre t = 0 y t = f; de la ecua- 


ción 3.48, se sigue que 


ps — Ate ETE EA (3.51) 


F; 


Fx 


Área = Fy At 


£ t 
Centroide 


fi =t 


t 


Area = F, At(ty — t) 


ti 


(b) 
Fig. 3.36 - 


Ejemplo 3.23. Dada la gráfica que se ve en la figura 3.37, de F, contra el 
tiempo, determinar el desplazamiento de una partícula de masa m en el ins- 
tante t,; utilizar la ecuación 3.48 y comprobar mediante el uso de la ecua- 
ción 3.51. Se supone que el desplazamiento y la velocidad iniciales son cero. 
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Fx 


Fig. 3.37 


ti 


ti 
7 


Con xo y xo nulos en el instante £ = 0, el desplazamiento está dado por 


a y ES F, (t) a| de + if [S ro dt fo P) E 


De la figura 3.37 se obtienen las siguientes igualdades: 


ra 
t= 97? 
Et) = Pet, 
i 1 
F(t) = 0, 


tı]2 t t t112 2 
p SEa dè + p Pe de | de = Ee ; 
mM o 0 ti M Atin 0 ta 6m 


Utilizando la ecuación 3.51, 


1 th Fot 
A = y Poy 
4t 
te == 


Por lo tanto 


(Eh fa) Eo? 

EPR a) ( 6) m` 

3.14 Conservación de la cantidad de movimiento lineal. La ecuación 
de impulso y cantidad de movimiento es particularmente útil cuando se 
está tratando con un sistema de partículas, puesto que en ese caso fre- 
cuentemente se puede eliminar el cálculo del impulso si solamente se 
desea la relación entre las velocidades y las masas. Por ejemplo, un ca- 
ñón y el proyectil se pueden considerar como un sistema de dos particu- 
las si se desprecia la masa de los gases que se expanden. Ver la figura 


3.38. 
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Fig. 3.38 


Durante el intervalo de tiempo, extremadamente corto, de la explo- 
sión, la fuerza F debida a la presión del gas que actúa sobre la bala y el 
cañón varía de una manera desconocida. Un cálculo del impulso de esta 
fuerza sería extremadamente difícil. No obstante, se puede obtener la 
relación entre la velocidad de la bala y la velocidad de retroceso del 
cañón sin considerar el cálculo detallado del impulso, 

Debido a que las fuerzas F se comportan como acción y reacción en- 
tre el proyectil y el cañón, en todo momento deben ser iguales y opues- 
tas. En consecuencia, sus impulsos, en el intervalo de la explosión, son 
iguales y opuestos, ya que las fuerzas sobre el proyectil y el cañón actúan 
exactamente igual durante el mismo período. Así, si las velocidades inicia- 
les y por consiguiente las cantidades de movimiento iniciales de las par- 
tículas son cero, si ninguna fuerza externa actúa sobre el sistema y si Mp y 
me son las masas del proyectil y del cañón respectivamente, tenemos la 
siguiente ecuación de cantidad de movimiento para la bala: 


e —F dt = mp(0sp —0). (3.52) 


(A fin de que esto sea una igualdad, Uzp debe estar dirigida hacia la 
izquierda.) Y para el cañón: 


Ps 
I F dt = me (ze — 0). (3.53) 
0 


| dl 
En esta ecuación Za debe estar dirigida hacia la derecha. f" Fadi 
: 0 


tiene el mismo valor absoluto en cada ecuación. Sumando las ecuacio- 
nes 3.52 y 3.53, se tiene 


MpU2p + McÜze = Q. (3.54) 


Por tanto, las cantidades de movimiento inicial y final del sistema son cero. 

Debemos observar que en el caso en que no haya fuerzas externas y 
las fuerzas internas sean iguales y opuestas la cantidad de movimiento 
del sistema permanese constante. Algunas conclusiones generales se pue- 
den obtener de este ejemplo. De la tercera ley de Newton — acción y 
reacción — las fuerzas internas en un sistema de partículas ocurren en 
pares iguales y opuestos de manera que la resultante de las fuerzas inter- 
nas será igual a cero. La cantidad de movimiento permanecerá constante 
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Fr $ Fig. 3.39 


aunque se apliquen fuerzas externas siempre que la resultante de éstas 
sea cero, 
Si se suman ecuaciones de la forma de 3.45, para cada partícula, 


n 


2 Fa = Y a (3.55) 


i=l i=1 


y si se satisface la condición anterior — resultante de las fuerzas externas 
igual a cero — tenemos 


O sea 


>D (mv) = constante, (3.56) 


i=l 


que es el principio de conservación de la cantidad de movimiento. 


3.15 Un experimento de cantidad de movimiento. Consideremos un 
modelo simple, dos masas, inicialmente en reposo, sobre una superficie 
lisa. Un resorte de poco peso une a las dos partículas de manera que se 
mueven una hacia la otra con velocidades apreciables cuando se les deja 
en libertad. Se podrían formular dos preguntas: 1) ¿qué puede decirse 
acerca de la velocidad y desplazameinto de m, y mz cuando se conoce la 
masa de cada una? 2) Si se miden los desplazamientos, ¿se puede de- 
terminar una de las masas si se conoce la otra? 

Para cada masa se dibuja el diagrama de cuerpo libre (Figs. 3.40b 


yc). 
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(a) 


Na Nh No Na 
(b) fc) 
Fig. 3,40 


Si se escribe la componente x de la ecuación de impulso y cantidad 
de movimiento, a partir de la figura 3.40b, se tiene 


f E, dt = m (3—0). (3.57) 


Similarmente, para la segunda masa tenemos 
f — Fa dt = m (š —0). (3.58) 


Debido a que las fuerzas en cada extremo del resorte son las mismas, la 
suma de las ecuaciones 3.57 y 3.58 dará una simple relación entre las 
velocidades y las masas, 

mMXı -n MaXo. (3.59) 
Si deseamos relacionar las masas con los desplazamientos debemos escri- 
bir la ecuación 3.59 en la forma 

dx, dio j 
Ma 3 = Mo pannu 3.59a 
` dt ° dt ( ) 
Se puede multiplicar esta ecuación por dt e integrarse para dar la 

siguiente relación que contiene directamente los desplazamientos: 


MX = —MoXz (3.60) 


Por lo tanto, los valores absolutos de los desplazamientos son inver- 
samente proporcionales a las masas respectivas. 


Io (3.604) 


Si la distancia inicial total entre los dos objetos es d, entonces 


jx] + [x] = d. (3.61) 
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Si se conocen las dos masas, se pueden usar las ecuaciones 3.60a y 
3.61 para hallar la distancia que recorre cada partícula hasta el momen- 
to en que chocan. La sustitución da 


E leal + [x2] = d. 
Ma 


Esto es E d 
|x a (ma/m) 
y (3.62) 
ba] = i 
1 + (m/m) 


Como otra aplicación útil supongamos que se desea comparar la 
masa de objetos desconocidos con alguna masa patrón, Fácilmente pode- 
mos medir la distancia recorrida por cada masa desde su posición inicial 
hasta el punto de impacto. Se supone que m, es la masa patrón; la 
ecuación 3.604 da 


m: = E ma. (3.63) 


La ecuación 3.63 proporciona un método para determinar la masa 
de un objeto en términos de alguna masa patrón. 


Ejemplo 3.24. Como se muestra en la figura 3.41 se colocan dos cuñas en con- 
tacto sobre un plano liso horizontal y después se sueltan. Determinar el des- 
plazamiento de la cuña más grande cuando W se ha desplazado hasta la base 
de la mayor. 

El sistema que consiste de W y nW, no tiene fuerzas externas que actúen 
sobre él, en la dirección x, así que 


D mis =0 (a) 


La Unw + ua = 0. i (b) 
g g 


O sea 


La velocidad “absoluta de W en la dirección x es 


Fig. 3.41 
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donde u = uzi + u,] es la velocidad de W relativa a nW. Entonces la ecua- 
ción b llega a ser - 


nW W 
g -Vaw + — (Uaw + Uy) = 0 
o sea i 
y Pr pe e 
cd n+l dt (d) 
Integrando, tenemos 
PS. A a 
"W ai ntl 


Nótese que este resultado es independiente del tipo de la superficie de la cuña, 
siempre que el movimiento relativo sea posible. 


Ejemplo 3.25. Se dispara un proyectil desde un cañón montado en una plata- 
forma que está inicialmente en reposo, pero en libertad de rodar sin rozamiento 
a lo largo de un carril horizontal. Si el proyectil sale con una velocidad u rela- 
tiva al cañón, determinar la velocidad de retroceso de éste y el alcance del 
proyectil. Ver la figura 3.42. 


Puesto que no hay fuerzas externas que actúen en la dirección x, tenemos 


23 mix; = 0, (a) 


MV. + mxp = Q. (b) 


Se puede determinar la velocidad absoluta p de la bala mediante una ecua- 
ción de movimiento relativo. 


Sustituyendo se tiene 


a 


T= R +U = vā + u(cosat + senga?) = Op. (e) 


De esta ecuación, Xp = 0, + u cos q. La sustitución de žp en la ecuación b da 


Ve = — — U COS æ. d 
° M +m ca) 
Entonces la velocidad del proyectil llega a ser 
TAE PE \ ¿+ usna (e) 
E g| ype li + usenoj E 
M + m) T l 


Fig. 3.42 
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y 1 
vp = u| 1 — Ala cos” a i (f) 
a (m + M)? 
El ángulo al que sale el proyectil del cañón es 
ý M 
8 = arc tang Je) = arc tang cb tang a) . (g) 
Pj M j 


El tiempo necesario para que alcance su altura máxima se pue 
de determinar 11 y movimiento. 

i ; p 

f Py di == Ay. (h) 


Denotando este tiempo por tı y sustituyendo en la ecuación h, se tiene 


—mgt, = 0 — mu sen a 


u sen g : 
E yA (i) 
1 2 


Por simetría, el tiempo que permanece el proyectil en el aire es 


2u sen 
2i — tete o 


Debido a que en la dirección x no hay fuerzas que actúen sobre el proyectil 
durante el tiempo que permanece en el aire, la cantidad de movimiento inicial 
en esta dirección se conserva, O sea 


$ Fadi = ap. =0, 


Entonces el alcance es 


x = ip(2tj). = 1 sen 2a. | (3) 


g(M +m) 
3.16 Choque. El fenómeno de colisión entre dos cuerpos donde existen 
fuerzas activas y reactivas de magnitudes muy grandes durante un inter- 
valo de tiempo muy corto se llama choque. La magnitud de las fuerzas 
y la duración del choque depende de las formas de los cuerpo: 


Fig. 3.43 
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velocidades y de sus propiedades elásticas. La comprobación experimen- 
tal de las fuerzas de choque es relativamente difícil de obtener por lz 
razón del tiempo extremadamente corto durante el cual actúan las fuer 
zas de contacto. 


Choque directo. Examinaremos el choque directo de dos partícula: 
con masas m y Me. Se supone que se mueven a lo largo del eje x de ur 
sistema de coordenadas con velocidades iniciales J, y Va. Si 7, > 7 las 
dos partículas chocarán (Fig. 3.43). El choque consistirá de dos fases: 


1. La fase de compresión existe durante el intervalo entre el contac 
to inicial (to) y la deformación máxima. En el instante de máxima de- 
formación (t,) las dos partículas viajan con la misma velocidad 7. 

2. La fase de restitución principia en el instante de máxima defor- 
mación (t,) y continúa hasta que las partículas finalmente se separar 
(ta). Durante la restitución las fuerzas en el interior de las partícula: 
actúan para restablecerlas a su forma original. 


Si se pudieran determinar las fuerzas de choque entre dos partícula: 
como una función del tiempo, el diagrama fuerza-tiempo del choque 
podría ser como el de la figura 3.44. En general el impulso durante 
la compresión no será igual al impulso durante la restitución a causa de 
las pérdidas de energía. 

Indicaremos las velocidades finales por 7,” y Uz y las expresaremo: 
como funciones de las velocidades iniciales v, y Ts. Primeramente consi: 
deremos la fase de compresión y escribiremos la ecuación de impulso y 
cantidad de movimiento para cada partícula. Para m,, tenemos 


Fase de compresión 


Fase de 
restitución 


Fig. 3.44 
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is 
To =— | Fat = m (5—7) (3.64) 
foo 
y para mz 
pen C G 
ls = [ Fdit = m (0—0), (3.65) 


foo 


donde Io se llama impulso de compresión y es el área bajo la porción 
izquierda de la curva en la figura 3.44. Para la fase de restitución las 
ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento son 


R=- Í “Pasar, (3.66) 
t 
a lo 
rel A OE (3.67) 


ti 
donde Tg es el impulso de restitución. Los experimentos indican que lo 
e [z están relacionados por una constante e, llamada coeficiente de resti- 
tución. e es una medida de la cantidad de energía que se dispone de la 
compresión para separar (restituir) Jos dos objetos. Entonces el impulso 
de restitución es alguna fracción del impulso de compresión. 


¡A (3.68) 


Sustituyendo el segundo miembro de las ecuaciones 3.64 y 3.66 en la 
ecuación 3.68 y dividiendo entre m,, tenemos 


(af —0) = e(G—3,). (3.69) 


Sustituyendo el segundo miembro de las ecuaciones 3.65 y 3.67 en la 
ecuación 3.68 y dividiendo entre mz, obtenemos 


(uy — 1) = e(u — Ue). (3.70) 
Restando la ecuación 3.70 de la ecuación 3.69, hallamos 
IY — Te = —e (0, — Ù») (3,71) 


La ecuación 3.71 muestra que la velocidad de rebote relativa es 
opuesta a la velocidad de incidencia relativa, mientras que sus magnitu- 
des están relacionadas por el coeficiente de restitución. La cantidad e 
es una medida de la elasticidad de las partículas y es un número sin 
dimensiones que toma valores entre cero y uno. Los valores de e son ra- 
zonablemente constantes sobre un intervalo limitado de velocidades de 
choque, pero se debe tener cuidado al utilizar los valores tabulados de e. 
En seguida, se dan algunos valores particulares:* 


5 Higdon y Stiles, Engineering Mechanics—Volumen II, Dynamics, Segun- 
da edición, Prentice-Hall, 1955, pág. 509. 
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Vidrio sobre vidrio : 0.93-0.95 
Marfil sobre marfil 0.88-0.89 | 
Acero sobre acero 0.50-0.80 
Plomo sobre plomo 0.12-0.18 
Hierro sobre plomo 0.11-0.15 
Corcho sobre corcho 0.50-0.60 
Arcilla sobre arcilla (húmeda) 0 


Donde exista un choque “perfectamente elástico”, e tiene el valor de 
1.0 y las velocidades de incidencia y rebote serán de igual magnitud. 
Para un choque “perfectamente plástico”, e tiene el valor O y las dos 
partículas permanecerán en contacto, o sea Dy = Ds. 

Puesto que no hay fuerzas externas actuando durante la colisión, se 
cumple la ley de la conservación de la cantidad de movimiento. Esto es, 
la cantidad de movimiento añtes del choque será igual a la cantidad de 
movimiento después del mismo, 


MD, + Mode = MID! + Mgt. (3.72) 
Las ecuaciones 3.71 y 3.72 se pueden resolver como simultáneas para 


la obtención de las velocidades J,’ y 32 en función de las masas y de las 
velocidades iniciales, 


Pérdida de energía durante el choque. Si comparamos las energías 
cinéticas asociadas con las velocidades inicial y final encontraremos que 
la energía final será, en el caso general, un poco menor. ¿Qué le sucede 
al resto de la energía? : 


1. Parte de la energía se disipa en calor por la deformación e histé- 
resis. 

2. Parte de la energía se disipa en sonido y vibraciones elásticas de 
alta frecuencia. 


Para cualquier sistema, la energía antes de un proceso es igual a la 
energía después del proceso (si todas las energías se toman en cuenta). 


z mu? + 5 mv = 3 mea + ¿mas + AE, (3.73) 
El término AÉ se puede llamar “pérdida de energía” (es un número po- 
sitivo) aunque realmente no se pierde, sino más bien es la cant lad de 
energía mecánica que se convierte en otras formas de energía tal como 
se mencionó anteriormente. Si se tienen calculadas las velocidades fina- 
les, se puede utilizar la ecuación 3.73 para determinar esta “energía 
perdida”. 

Se puede demostrar que la sustitución de los valores de Uy” y 7% 
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(obtenidas de las ecuaciones 3.71 y 3.72) en la ecuación 3.73 da, para 
la “energía perdida”, 


1 
AE = L MU? + — MoU? 


2 2 
a A 
T 2(m, + ma) 


Cuando e es igual a uno, la ecuación 3.74 se reduce a cero, la coli- 
sión es perfectamente elástica y no hay pérdida de energía. Cuando e es 
igual a cero, la colisión es perfectamente plástica y si se observa la ecua- 
ción 3.74, se ve que hay una pérdida máxima de energía cinética. 


[mim (v — va)” + (MU -} m2U2) al (3.74) 


Choque oblicuo. El caso que se ha discutido fue de choque directo. 
Las ecuaciones 3.71 y 3.74 se aplican solamente a las componentes de la 
velocidad a lo largo de la línea de choque. En el caso de choque obli- 
cuo, si se toma el eje x como la línea de choque, tenemos 


ki — xg = —e (4, — X2). (3.75) 
Si las partículas son lisas, no hay fuerzas que actúen en la direc- 
ción y durante el choque. Por lo tanto, las ecuaciones de impulso y can- 
tidad de movimiento para la dirección y, llegan a ser 
0=mi(y — Y), 
(3.76) 
0= ma(s2 — ja). 
En consecuencia, las componentes de la velocidad perpendiculares a 
la línea de choque no cambiarán y 


di = Ja, (3.77) 
Y = Ja. 
Durante el choque oblicuo cambian las velocidades en la dirección x 
y permanecen constantes en la dirección y. 


Línea de 
choque 
Choque directo Choque oblicuo 


Fig. 3.45 
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Ejemplo 3.26. Dos bolas idénticas se mueven sobre un plano horizontal (bolas 
de billar sobre la mesa) y se produce un choque. Determinar las velocidades 
después de la colisión, suponiendo que las velocidades iniciales y el coeficiente 
de restitución son conocidos para este problema. Una de las bolas se está mo- 
viendo hacia la izquierda con una velocidad de 4 m/seg, mientras que la otra 
impulsada por el taco, se está moviendo con una velocidad de 10 m/seg en la 
dirección que se ve en la figura 3.46. Se supone que para estas condiciones 
e = 0.8. Resolver el problema para las siguientes situaciones: a) cuando la 
línea de choque está en la dirección de movimiento de la primera bola y 
b) cuando la línea de choque es perpendicular a la dirección de movimiento 
de la primera bola. ` l 
Parte a: De la conservación de la cantidad de movimiento en la dirección x, 
MX, + M = MXY + MX. (a) 
De la componente x de la ecuación 3.71, 
xl — hol = —<e (X1 — X2). (b) 


Sustituyendo en la ecuación a para las componentes iniciales y dividiendo en- 
tre m, se tiene 


+6+ (4) =x1 + 22. (c) 
La ecuación b da 
x1 —%2 = —0.8[6 — (—4)]. (d) 
Resolviendo simultáneamente, obtenemos 


x” = —3 m/seg 
y 
xs = +5 m/seg. 


Si se desprecia el rozamiento, las componente en y de la velocidad no cam- 
bian; por tanto 


97 = ja = 8 m/seg 
$2 = ýa = O m/seg. 


O A AS 


Línea de 
impacto 


(a) 


Fig. 3.46 
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Fig. 3.47 


Entonces las velocidades finales son 


J = — 31 + 87 m/seg 
z prc Simse 


Las dos bolas se mueven como se indica en la figura 3.47. 
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Parte b: La ecuación de conservación de la cantidad de movimiento da 


> . 2 e > 
my! + mý? = mý, + Me. 
La ecuación del choque da 
A A a a 
y — Y = —e (Yu — ja). 
En la dirección x las velocidades no cambian; por lo tanto 
di == Xi 
y 
Ko = Kg 
Resolviendo estas ecuaciones, se tiene 


y,” = 0.8 m/seg, 


Fig. 3.48 


(e) 


(f) 
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Ya = 7.2 m/seg, 
x = 6 m/seg, 
žy = —4 m/seg. 


El movimiento después del choque se ilustra en la figura 3.48 y las velocida- 
des finales son 


il 


D7 = 61 + 0.8} m/seg, 

De = —4i + 7.2} m/seg. 
Ejemplo 3.27. Desde una altura h se deja caer un objeto de masa m sobre 
una superficie rígida. Encontrar una expresión para el coeficiente de restitu- 
ción en términos de h y el tiempo necesario para un número infinito de rebo- 


tes. Ver la figura 3.49. 
La aplicación de la ecuación 3.71 


U =— Ug = —e (V, — v2), (a) 


y la ecuación de trabajo y energía dan 


[2h] = (—e) (— [2gh]”) 


TO E (b) 


El tiempo necesario para que el objeto caiga a una distancia h se puede deter- 
minar del impulso y cantidad de movimiento. La aplicación de 


f F, dt = Apy 


O sea 


da 
—mgt, = —m|2gh]” 


2gh]” 2h Ph 
g g 


El tiempo para que suba la altura h” es 


[22h] [El 
ip = E AAA | AÁ a d 
h F a (d) 


Fig. 3.49 
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El tiempo total para un rebote es 


2h h K Ph h PR 2 Ma 
tn H ipy = [2] di [=] E [> de ES Ss [| EF 
g £ g £ £ 


haciendo uso de la ecuación b. 
El tiempo para el siguiente rebote completo desde la altura A” será 


Ih Ye la 
[=] (1 +e) = [| ell +e). 


El tiempo total para todo el fenómeno es 


La 
E (1 +e)(1+e+e+...) 


-BPE s 


Cuando se resuelve para e la última ecuación se obtiene el resultado deseado 
y que es 


o sea 


, — Tlg/24]*—1 
` Tlg/2h + 1 


Ejemplo 3.28. Desde una distancia h se deja caer una masa m sobre una 
masa M que está sostenida por un resorte de constante k. Si se observa que M 
se desplaza verticalmente una distancia 8, determinar el coeficiente de resti- 
tución para estos dos objetos y la altura a que rebotará m. Ver la figura 3.50. 

La velocidad de m, precisamente, antes del choque es [2gh]"2. Durante el 
choque, M no se mueve, de manera que podemos utilizar la conservación de la 
cantidad de movimiento lineal. Debido a que la fuerza externa resul.ante es 
cero, esta ecuación y la ecuación 3.71 son 


Mu'm + MY y —m(—2gh]) = 0, (a) 
Om — Uy = —e(—_2gh]”). (b) 
Resolviendo simultáneamente, se tiene 
F— Gm 
y 
h 
Fig. 3.50 x 
S 
; 
= 
S 


~ 


pe 


TT 
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y Me —m 


E e Ya l 
de Y T [2gh] l (c) 
Í —m( +e) 
ds m T hA 
Uy = Mim [22h] e (d) 
Aplicando a M la conservación de energia 
1 e2 1 2 
T4+V=E=7MU y + 7 Fes = 
1 y| zate) f} ls. 
ri] (2gh) + q ko (°) 


donde $., = Mg/k. Otra sustitución daría por resultado 
2 M +m 2 


- M | | k Ñ 
E pa A E y 
e=3| bi m 2M gh t 1 


Si se aplica la conservación de energía a m después del choque se obtiene 
la altura A’ del rebote; el lector puede demostrar que es 


pa 8 [MgkY» 2 
f E) -1| (8) 


2 1 
O— Mgs + LK(8 + 823)? = Mgh Era NEETI 


y finalmentė 
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PROBLEMAS 


3.1. Se utiliza una grúa para levantar las cajas A, B y C. Si el cable puede 
soportar una fuerza de 1500 kg sin romperse, determinar la aceleración hacia. 
arriba que hará que el cable se rompa. 


A = 100 kg, 
B = 500 kg, 
C = 400 kg. 


Fig. P-3.1 


3.2. Un automóvil que pesa 1200 kg puede acelerar uniformemente de 15 a 
45 Km/h en 4 seg. Despreciando la resistencia a la rodadura y al viento, ¿cuál 
deberá ser la “fuerza de tracción” entre las ruedas y el suelo? 


3.3. Como se puede ver, una carga pende de un montacargas. Determinar el 
ángulo ð que forma el cable que soporta la carga con la vertical, cuando el 
montacargas se mueve con una aceleración de a m/seg? hacia la derecha. 


Fig. P-3.3 


3.4. Como se puede ver, dos cuñas descansan sobre un plano horizontal liso, 
existiendo un tope para la cuña mayor. Determinar la fuerza que ejerce el tope 
cuando la cuña menor se mueve: 
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a) Si las superficies de la cuñas son lisas, 
b) Si el coeficiente de rozamiento entre las cuñas es u. 


Fig. P-3.4 


3.5. Un peso de 2 kg está suspendido por una cuerda de 1.2 m de longitud. 
Se le da un golpe y adquiere una velocidad horizontal de 6 m/seg. Hallar la 
tensión en la cuerda inmediatamente después del golpe. 


3.6. Cuando un aeroplano sale de picada su rapidez es de 300 m/seg y el radio 
de la trayectoria es de 600 m. Hallar la fuerza que el piloto ejerce sobre el 
respaldo del asiento cuando el aeroplano está en la posición horizontal. 


ž 


/ 
K 600 m de radio 
N 
N 
N 
S 
Te T—oax» 300 m/seg 

TT RE see e e —Á 
a 
Fig. P-3.6 Fig. P-3.7 


3.7. Hallar la aceleración del bloque de 50 kg, si el coeficiente de rozamiento 
es 0.6 y P es de 40 kg y forma un ángulo de 30% con la horizontal. 


3.8. Una pequeña bola se deja caer en un recipiente hemisférico hueco y liso 
de radio interior R, que está girando alrededor de un eje vertical con veloci- 
dad angular constante œ rad/seg. Finalmente, la bola quedará en reposo en el 
interior del recipiente. Determinar el ángulo ĝ que define esta posición de 
equilibrio en relación con el recipiente. 


3.9. Durante el movimiento acelerado la bola de 5 kg forma un ángulo cons- 
tante 9. Las masas de la polea y del bloque A que desliza, así como todas las 
fuerzas de rozamiento se desprecian. Determinar: 


a) El ángulo 6. 
b) La tensión en la cuerda que une a Á con el peso de 15 kg. 
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Fig. P-3.9 
Fig. P-3.8 


3.10. Una balanza está perfectamente nivelada en el interior de un elevador 
cuando éste está en reposo. Determinar lo que le sucede a la balanza si el ele- 
vador adquiere una aceleración: 


a) Hacia arriba. 
b) Hacia abajo. 


Fig. P-3.10 Fig. P-3,11 Pp” 


3.11. Una pequeña esfera de peso W está atada a una cuerda OA de longi- 
tud l y gira en una trayectoria circular horizontal con velocidad uniforme v. 


Determinar la fuerza de tensión T en la cuerda en términos de las cantidades 
dadas. 


3.12. Dos bloques A y B se deslizan hacia abajo del plano inclinado CD que 
forma un ángulo q == 30% con la horizontal, bajo la acción de la fuerza de 
gravedad. Si los pesos de los bloques son W, = 5 kg y Wp = 10 kg y los 
coeficientes de rozamiento cinético entre ellos y el plano inclinado son py = 


0.15 y ug = 0.30, hallar la fuerza P que existe entre los bloques durante el 
movimiento. 


208 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS 


Fig. P-3.12 Fig. P-3.13 


3.13. Una cadena de n eslabones se acomoda sin apretar sobre un tambor de 
radio r. El tambor gira a una velocidad angular ok. Entre el tambor y la ca- 
dena existe suficiente contacto de manera que la cadena no se mueve en rela- 
ción con el tambor, pero todas las fuerzas de contacto normales pueden des- 
preciarse. Si la cadena pesa y kg por unidad de longitud, hallar la tensión en 
la cadena. 


3.14. Un cable de longitud L y peso y kg por unidad de longitud se hace 
girar alrededor de un eje vertical con velocidad angular œ. Hallar el alarga- 
miento del cable si w es lo suficientemente grande para que el cable esté próxi- 
mo a la posición horizontal. La constante de resorte del cable es AE/L kg por 
unidad de longitud, donde Æ es el área de la sección transversal del cable y 
E el módulo de elasticidad. Resuélvase aislando un elemento infinitesimal del 
cable. 


3.15. Determinar la aceleración de las dos cuñas m y M si todas las superfi- 
cies son lisas. 


Fig. P-3.15 


3.16. Hallar la rapidez mínima en m/seg de una motocicleta que se mueve 
sobre la superficie interior de un cilindro que tiene su eje vertical y un radio 
de 28 m; el coeficiente de rozamiento es 0.25. Se supone que el peso del ve- 
hículo y el motociclista es de 250 kg. 
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Fig. P-3.16 Fig. P-3.17 


3.17. Un hombre y una motocicleta juntos pesan 325 kg y toman una curva 
en un plano de 30° con la horizontal. El radio de la curva peraltada es de 
75 m y la rapidez es de 108 km/h. ¿Qué ángulo ð debe formar el motociclista 
con la vertical? 


3.18. Un bloque pequeño que pesa 25 kg descansa sobre un bastidor que gira 
alrededor de un eje vertical con una velocidad angular de 60 rpm. El resorte 
tiene una constante de 4 kg/cm. La fuerza en el resorte es igual a kx, donde k 
es la constante y x es el alargamiento o compfesión del resorte, El coeficiente 
de rozamiento entre el bloque y el bastidor se supone que es despreciable, De- 
terminar el alargamiento del resorte. Cuando el resorte no está alargado su 


longitud es de 60 cm. 


M 


Fig. P-3.18 


3.19. Una partícula se mueve bajo la acción de una fuerza F = Fi. La masa 
de la partícula varía de acuerdo con la ecuación m = mo/[l — u*?/c?]%, 
donde mo es la masa en reposo y c es la velocidad de la luz. Si la partícula 
parte del origen en t = 0 con velocidad cero, hallar la velocidad y el despla- 
zamiento de m como una función del tiempo. Comparar los resultados con el 
caso en que m es constante. 


3.20. Un foco cuelga del techo de un trailer que está acelerando a razón de 
1.20 m/seg?. Hallar el ángulo que forma el cable con la vertical. El foco pesa 


225 g. 
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3.21. Para comprobar el radio de una curva de ferrocarril, se observa que un 
peso de 9.1 kg produce un efecto de 9.45 kg sobre un dinamómetro suspendido 
del techo de la locomotora que describe la curva a 17.8 m/seg. ¿Cuál es el 
radio de la curva? ; 


3.22, Un péndulo se sostiene en reposo en la posición que se muestra median- 
te la cuerda horizontal. Si repentinamente se corta la cuerda, ¿por qué factor 
quedará momentáneamente reducida la tensión original en el alambre OA? 


Fig. P-3.22 Fig. P-3.23 


3.23. Un cable de longitud L tiene atada una masa m en un extremo y una 
masa M en el otro. El cable pasa por un tubo de vidrio liso. La masa m se 
hace girar alrededor del eje vertical del tubo, de tal manera que M permanece 
a una distancia b por debajo de la parte superior del mismo. Determinar la ve- 
locidad angular necesaria y el ángulo 0 resultante. M > m. 


3.24. Una partícula de masa m se mueve en un canal cilíndrico, partiendo del 
reposo en Y = 0”. Hallar la fuerza normal sobre la partícula como una fun- 


ción de 4. 


Fig. P-3.24 


3.25. Una esfera sumamente pequeña está atada a una cuerda de 50 cm y gira 
con el cono. Hallar la rapidez de la rotación que haga que la esferita se sepa- 
re justamente del cono. 
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Fig. P-3.25 


3.26. Un brazo gira alrededor de un eje que pasa por O. Si la rapidez es me- 
nor de 1800 rpm, el bloque rectangular de 500 g tomará la posición. mostrada. 
Si la rapidez es mayor de 1800 rpm, el bloque tomará la posición mostrada por 
la línea punteada. Hallar la constante del resorte k. 


E 


5 cm o 
E 
N 


Fig. P-3.26 


3.27. El bloque pequeño situado sobre la mesa giratoria pesa 1 kg y está a 
60 cm del centro. La mesa giratoria tiene una aceleración angular de 1 rad/ 
seg”. El coeficiente de rozamiento es 0.45. Determinar la velocidad angular 
para que el bloque comience a deslizar. 


Sa Sa 


= 
= 
= 


==, 
ERE 


90 cm 


60 cm 
Fig. P-3.27 Fig. P-3.38 
3.28. Las esferas A y B pesan 5 y 20 kg, respectivamente. Estas esferan están 


colocadas sobre una mesa giratoria, unida por una cuerda elástica, que hace 
que se apoyen sobre los topes $4 y Sy. Cuando la mesa está en reposo la ten- 
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sión en la cuerda es de 15 kg. ¿Cuáles serán las fuerzas entre las esferas y los 
topes cuando la mesa se hace girar a 20 rpm alrededor de la vertical? 


3.29. Un cuerpo de peso W kg descansa sobre un plano inclinado en la forma 
" que se muestra. El coeficiente de rozamiento estático entre el cuerpo y el pla- 
no es p ¿Cuál es la máxima aceleración horizontal que puede tener hacia la 
izquierda todo el sistema, sin que se mueva el cuerpo sobre el plano? 


Fig. P-3.29 


3.30. ¿Qué contrapeso W mantendrá la máquina de Corliss en la posición que 
se ve a una rapidez de rotación n = 120 rpm? Cada esfera pesa 16.1 lb. Des- 
préciese el peso de los otros miembros. 


Li pulg 


Fig. P-3.30 


3.31. Hallar la aceleración de A y B en el sistema de poleas que se muestra, 


A y B tienen el mismo peso W y se puede despreciar la masa de las poleas. 
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Fig. P-3.31 Fig. P-3.32 
3.32. Despreciando el rozamiento, la inercia y el peso de las dos poleas, hallar 
la aceleración del peso Q, suponer que Q = nP, donde n es un parámetro. 


3.33. Despreciando las masas de todas las poleas, hallar la aceleración del 
peso W. 


Fig. P-3.33 Fig. P-3.34 


3.34. A pesa 50 kg, B pesa 150 kg y el coeficiente de rozamiento para A y B 
es 1/3 y para B y el piso es */5. Habrá un conjunto de valores de P para el que 
no hay movimiento relativo entre A y B. ¿Cuál es el límite superior de P? 
¿Cuál es la reacción de B sobre Á para este límite superior? 
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3.35. Este aparato se utiliza para comprimir aire. La manivela gira a.150 rpm 
en el sentido de las manecillas del reloj. La carrera es de 45 cm. El émbolo 
pesa 40 kg y tiene 25 cm de diámetro. La varilla del émbolo pesa 20 kg. De- 
terminar la fuerza del pasador de la manivela sobre el sistema del émbolo 
cuando x = 7.5 cm, la presión del aire es de 4 kg/cm? en ese instante. 


Fig. P-3.35 


3.36. En el sistema que se ve, todas las superficies son lisas. Hallar la acele- 
ración de la masa M. A partir de esta expresión hallar la relación entre los 
parámetros tal que la aceleración de M sea cero. 


Fig. P-3.36 


3.37. Un cuerpo cae al suelo desde una altura h. Suponiendo que la fuerza 
de gravedad sea inversamente proporcional al cuadrado de la distancia desde 
el centro de la Tierra, hallar el tiempo T en segundos que transcurrirá para 
que llegue a la superficie terrestre y la velocidad V en el instante en que 
choca con ella. Despreciar el efecto de la resistencia del aire. El radio de la 
Tierra es R. Si h = R, comparar T con el tiempo de la caída libre de una 
partícula bajo la acción de una fuerza constante mg. 


3.38. Un cuerpo que pesa 22.5 kg se lanza verticalmente hacia arriba con una 
velocidad de 20k m/seg. La resistencia del aire es —0.015 vk kg, donde v es 
la velocidad del cuerpo en metros por segundo. ¿En cuánto tiempo alcanzará 
el cuerpo su posición más alta? 


3.39. Un cuerpo que pesa Q kg se lanza hacia arriba con una velocidad ini- 
cial vo m/seg. El aire ofrece una resistencia igual a fu? kg, donde v es la velo- 
cidad del cuerpo en metros por segundo. ¿Cuántos segundos T se moverá el 
cuerpo hacia arriba? ¿Qué altura H alcanzará? 


DINAMICA DE LA PARTICULA 215 


3.40. Una partícula se mueve bajo la acción de la fuerza de gravedad —mgk 
y una fuerza resistiva —mkr. Si las condiciones iniciales son r = Yo, Y = 0 
para t = 0, demostrar que la velocidad límite es —(g/k)k y que 


3.41. El brazo ranurado OB lleva, en el plano horizontal, el pequeño pasa- 
dor A cuya posición está determinada por la rotación del brazo alrededor de 
la leva fija. OB gira en sentido contrario a las manecillas del reloj con una 


velocidad angular œ y una aceleración angular ¿. Hallar la fuerza de OB sobre 
el pasador y la fuerza del pasador sobre la leva como funciones de 0. El pa- 
sador Á tiene un. masa m. 


Fig. P-3.41 


3.42. Una partícula de masa m se mueve, bajo la acción de una fuerza cen- 
tral F, sobre una trayectoria cuya ecuación es 7? = a cos 2 q, que es un lem- 
niscato. r es la distancia desde el centro de atracción y a una constante. Inicial- 
mente r = rọ y la velocidad vo está dirigida a un ángulo œ del radio vector 
entre el punto y el centro de atracción. Hallar la fuerza F como una fun- 
ción de r. 


3.43. Una partícula P de masa m se mueve alrededor de un punto fijo O bajo 
la acción de una fuerza central F que depende solamente de la distancia 
OP = r. La velocidad del punto es v =a/r, donde a es una constante. Hallar 
la fuerza F y la trayectoria del movimiento de la partícula. 


3.44. Una partícula de masa m que tiene una carga eléctrica negativa —e, entra 
a un campo electrostático uniforme de intensidad E con una velocidad vo nor- 
mal a la dirección del campo. Hallar la trayectoria de la partícula en el cam- 
po, cuando se halla bajo la acción de una fuerza F = —«eE opuesta a la 
dirección del campo. Despréciese la acción de la gravedad. 


3.45. Una partícula de masa m que tiene una carga eléctrica negativa —e, entra 
en un campo magnético de intensidad H con una velocidad vo. Hallar la tra- 
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yectoria del movimiento de la partícula después de que entra en el campo si 


la fuerza que actúa sobre ella es F = —(e/c)? X HÉ, donde c es la veloci- 
dad de la luz. Despréciese la acción de la gravedad. 


3.46, Un anillo se desliza sobre una varilla lisa de longitud Z. La varilla gira 
alrededor de un extremo en un plano horizontal con rapidez angular constan- 
te œ En £ = 0, el anillo está a una distancia ro del centro de rotación y su 
velocidad relativa v es cero. Hallar el tiempo t en que el anillo saldrá de la 
varilla. . 


3.47. El tubo AB gira alrededor de un eje vertical CD con una velovidad an- 
gular constante œ. En £ = 0, una partícula de masa m está a una distancia a 
de O y tiene velocidad relativa cero. Despreciando el rozamiento, hallar el 
movimiento de m. 


aww» > 


Fig. P-3.47 Fig. P-3.48 


3.48. Como se puede ver, una cuña de masa m descansa sobre una masa M. 
Un resorte de constante k sostiene la cuña M y no está alargado cuando se 
suelta m desde el reposo en la parte superior de M. Hallar la fuerza del resor- 
te y la posición de m como funciones del tiempo. Hallar también la relación 
entre los parámetros de manera que m no abandone la superficie de M. Todas 
las superficies son lisas. 


3.49. Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con una velocidad 
voje Demostrar que cuando regresa a la Tierra la desviación hacia el oeste es 


4 wv? cos p 
z = — y r, 
3 g 
donde ¿ es la latitud. Partir de la ecuación 3.13, despreciando los términos 
que contienen w? comparados con los términos que contienen w. En particular, 
nótese que el tiempo de ascenso es vo/g. Obsérvese que la velocidad hacia el 
oeste alcanza su valor máximo en la parte superior del vuelo. Si vay = 400 
m/seg, hallar z en un punto de proyección sobre el ecuador. 
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3.50. Se supone que se dispara un proyectil con velocidad inicial žo, Zo, Yo = 0 
desde el origen de un sistema de coordenadas fijo a la Tierra. Demostrar que 
la trayectoria de la partícula tiene la representación compleja 


U = (Uat) e + i(ut sen $ + Y, 


donde Y = x + iz, œ es la latitud y la velocidad inicial tiene la forma com- 
pleja Uge*”. Despréciense los términos que contienen y que son pequeños 
comprados con los términos que contienen + y 2. En el momento apropiado 
utilizar una serie para e*?*“*** y despreciar los términos que contienen w?. 


3.51. Un peso está oscilando en el plano vertical y está unido por una cuer- 


da a O. La rapidez en el punto más bajo es de 40 m/seg. ¿Cuál es la rapidez 
en la parte superior T? 


TA 
| NS Trayectoria 


\ 
| 


\ 
E 10m / 


x A 
B 40 m/seg 
Fig. P-3.51 i Fig. P-3.52 


3.52. Una partícula de masa m está atada a una cuerda de longitud R y se 
suelta desde el reposo en la posición que se muestra. Hallar la tensión en la 
cuerda en el punto más bajo de su trayectoria. 


3.53. Una cuenta está ensartada en un alambre delgado y rígido y puede des- 
lizar sin rozamiento. El alambre tiene la forma de la parábola y = 2x? en el 
plano vertical. La cuenta inicia su movimiento sin velocidad inicial en la po- 
sición x = 1 m, y = 2 m. Calcular la rapidez de la cuenta cuando pasa por 
el punto x = 0, y = O de la parábola. 
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| 


Fig. P-3.53 


3.54. Un pequeño bloque parte desde el reposo en el punto A y desliza hacia 
abajo del plano inclinado AB, como se muestra en la figura. ¿Qué distancia s 
recorrerá a lo largo del plano horizontal BC antes de llegar al reposo? El 
coeficiente de rozamiento cinético entre el bloque y cualquier plano es u = 
0.3. Supóngase que la velocidad con que se inicia su movimiento a lo largo 
de BC es la misma velocidad que alcanzó al deslizar de A a B. 


A 


Fig. P-3.54 


3.55. Un cuerpo que pesa 40 kg se lanza a lo largo de un plano horizontal 
rugoso con una velocidad de 3 m/seg. Llega al reposo después de recorrer una 
distancia de 4 m. Hallar el coeficiente de rozamiento cinético. 


3.56. Una bala que pesa 45 g se mueve horizontalmente a 1200 m/seg y atra- 
viesa una pared de madera saliendo con una velocidad de 600 m/seg. Si la 


resistencia media de la madera a la penetración es de 5000 kg, ¿qué espesor 
tiene la pared? 


3.57. Un trineo y su tripulación pesan en total 440 kg. Si bajan por un decli- 
ve sinuoso sin detenerse y la resistencia combinada del aire y el rozamiento es 
constante y de 21.3 kg, ¿qué rapidez final adquirirán si el recorrido es de 


1000 m de longitud y la diferencia de alturas entre la parte superior e infe- 
rior es de 100 m? 
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3.58. Una fuerza variable F se aplica en tal forma que hace desplazar a A 
5 cm de la posición de equilibrio. Calcular el trabajo efectuado por F. 


| 


k= 20 kg/m 


ANA 


A= 40 kg 


F 


Fig. P-3.58 Fig. P-3.59 


3.59. Un paquete que pesa 25 kg se lanza hacia arriba de un plano inclinado 
36.8 con una velocidad inicial de 15 m/seg. El coeficiente de rozamiento 
cinético entre el plano y el paquete es 0.15. 


a) Determinar la máxima distancia que recorrerá el paquete sobre el 
plano. 

b) Determinar el mínimo coeficiente de rozamiento estático para sostener 
el paquete en esta posición y determinar la velocidad con que pasará 
por su posición original si el coeficiente estático es justamente menor 
que el valor mínimo. 


3.60. Una bala que pesa 45 g se mueve horizontalmente a 1200 m/seg y atra- 
viesa una barricada vertical de madera saliendo con una velocidad horizontal 
de 600 m/seg. Si la resistencia media de la madera a la penetración es de 
2500 kg, ¿qué espesor tiene la barricada? 


3.61. El sistema estáticamente inestable se suelta desde la posición que se ve 
en la figura P-3.61 ¿cuál será el valor de k cuando el peso de 4.9 kg alcance la 
posición de equilibrio? "También determinar la velocidad del peso de 4.9 kg en 
la posición de equilibrio y el valor de k cuando alcanza la posición más baja. 


3.62. Una partícula empieza a moverse en la parte superior de una superficie 
hemisférica con una velocidad vo. ¿Dónde abandonará la superficie? ¿A qué 
valor de vo dejará la superficie tan pronto como ésta empiece a moverse? 
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Fig. P-3.61 Fig. P-3.62 


3.63. Una partícula de peso W rueda desde el reposo de la parte superior de 
un paraboloide de revolución, La superficie se genera por la rotación de la 
curva y = —x? alrededor del eje y. Hallar la fuerza normal ejercida sobre la 
partícula como una función de x. ¿Qué valor de la velocidad inicial vọ hará 
que la partícula abandone la superficie? 


3.64. Las huellas dejadas por las cuatro ruedas de un automóvil sobre una 
carretera horizontal, al ser medidas por un oficial de policía resultan ser de 
22 metros de longitud. El conductor del automóvil asegura que no se excedió 
de la velocidad límite de 75 km/h antes de aplicar los frenos. Además, el 
conductor soltó los frenos antes de detenerse y observó que continuaba a la 
velocidad de 30 km/h después de dejar las marcas. De la experiencia de las 
condiciones que prevalecen sobre una carretera, se sabe que el coeficiente de 
rozamiento cinético cuando menos es de 0.8. Si el policía estuviera familiarizado 
con las leyes de la mecánica, ¿llegaría a la conclusión de que el conductor era 
culpable por exceso de velocidad? 


3.65. Un peso de 15 kg comprime estáticamente un resorte 0.75 cm. Después 
se coloca sobre el resorte un peso de 40 kg y se mantiene en reposo con una 
deflexión de 12 cm. Determinar la altura sobre el resorte a que llegará el peso 
de 40 kg, si se suelta desde el reposo en esta posición. 
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3.66. En la posición que se ve, el bloque se pone en movimiento mediante la 
fuerza constante de 35 kg. Determinar la velocidad del bloque después de que 
se ha desplazado 60 cm a partir del reposo. Originalmente el resorte estaba 
comprimido 30 cm de su longitud. Se supone que el coeficiente de rozamiento 
entre el bloque y el suelo es 0,1, k = 1.6 kg/m y el bloque pesa 100 kg. 


Ú 


2 


Fig. P-3.66 Fig. P-3.67 


3.67. El resorte de módulo k = 2 kg/ cm está comprimido por la placa, de 
manera que la fuerza en el resorte es de 4 kg. El peso de 10 kg se deja caer 
desde una altura de 4 cm por encima de la placa. 


a) Determinar la fuerza en el resorte cuando la velocidad es máxima. 
b) Determinar la fuerza en el resorte cuando el desplazamiento es 
máximo. 


3.68. Un resorte tiene una masa total m, una constante k y una longitud l 
cuando estando sobre un plano con su eje horizontal se suspende por un ex- 
tremo. ¿Cuál es la deflexión estática 8,, y la energía potencial almacenada 
en el resorte? Se supone que las espiras son uniformes; esto es, si el resorte se 
comprime una cantidad 3, el desplazamiento de un punto a una distancia x 
del extremo fijo del resorte será (x/1)8. 


3.69. Un cuerpo que pesa 4900 kg se arrastra a lo largo de un plano horizon- 
tal por una fuerza P, que varía uniformemente en la forma que se muestra. 
Todas las fuerzas resistivas están representadas por F, que también varía uni- 
formemente. Si la velocidad inicial del cuerpo es de 1.57 m/seg, determinar 
la velocidad máxima del cuerpo durante un desplazamiento de 200 m y la po- 
tencia desarrollada por el cuerpo en el punto de máxima velocidad. 


kg 


| 250 
m x_ 100 


Fig. P-3.69 
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3.70. En un juego de canicas sobre una superficie plana ABCD que forma 
con la horizontal el ángulo que se indica, debe lanzarse una canica desde A de 
manera que pase por una abertura F de una pared y pegar en un punto H a 
fin de hacer un blanco perfecto. Hallar la dirección y la velocidad de la canica 
en el punto Á. Hallar la compresión necesaria en el resorte si la constante de 
éste es igual a 12.5 kg/cm y la canica pesa 20 g. (El rozamiento a la rodadu- 
ra se desprecia. Sen œ = 0.518). 


66 cm 24 cm 


Fig. P-3.70 


3.71. El paquete de 98 kg choca con el resorte con una velocidad de 8 m/seg. 
Si la compresión inicial del resorte es de 10 cm, ¿cuánto más se comprimirá 
el resorte? 


v= 8 m/seg 


a S 


Constante k=60 kg/cm 


Fig. P-3.71 
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3.72. Dos cuentas se deslizan sobre los alambres lisos CD y DE. Si el sistema 
está en reposo en la posición que se ve, determinar la velocidad de A cuando 
llega a D. El peso de A es 1.61 kg y el de B 5 kg; el resorte tiene un módulo 
de 1 kg/m y una longitud de 14 cm cuando no está alargado. La longitud de 
la barra delgada AB es 30 cm y puede despreciarse su peso. 


12 cm 18 cm 
c A D 
16 cm IS 
B 
E 


Fig. P-3.72 


3.73. Una esfera de 1 kg, de peso específico 0.3, se deja caer de una altura 
de 20 m hasta un depósito que contiene agua. Se supone que no hay pérdidas 
debido al choque o al rozamiento del flúido: determinar la máxima profun- 
didad que alcanza la esfera. 


3.74. Un palo de 3 m que pesa 1 kg y tiene peso específico de 0.3, se sostie- 
ne con su extremo inferior situado a una altura de 18 m sobre un depósito que 
contiene agua. Hallar la máxima profundidad alcanzada por el extremo infe- 
rior del palo cuando se deja caer desde el reposo. Se supone que no hay pér- 
didas debidas al rozamiento o al choque y que el palo siempre permanece ver- 
tical. 


3.75. Se diseña un plano inclinado de acero para transportar cajas hasta una 
plataforma de embarque desde una superficie horizontal situada a 5 m de 
altura. Se da a las cajas una velocidad inicial de 1 m/seg hacia abajo del : 
plano. Las cajas deben deslizar en el plano y después, a. lo largo de la plata- 
forma de embarque horizontal, se deben desplazar una distancia de 5 m hasta 
el sitio en que se detienen. Si el coeficiente de rozamiento a lo largo del plano 
y de la plantaforma es 0.30, ¿a qué ángulo con la horizontal se debe instalar 
el plano? 


Fig. P-3.75 
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3.76. Un bloque de peso W desliza hacia abajo de un plano inclinado a un 
ángulo œ con una velocidad inicial vọ y recorre una distancia s antes de llegar 
al reposo. Determinar el coeficiente de rozamiento suponiendo que es constante 
. durante el tiempo que el bloque está en movimiento, 


3.77. El bloque de 30.6 kg desliza desde el reposo hacia abajo del plano in- 
clinado y después sobre el plano horizontal hasta ser detenido por el resorte. 
Si el resorte es comprimido 30.5 cm por el bloque, determinar el módulo del 
resorte. El coeficiente de rozamiento para ambas superficies es y == 0.2, 


Fig. P-3.77 


3.78. Un automóvil de peso W empieza a moverse a una altura ho sobre un 
plano inclinado, al llegar a un segundo plano regresa al primero y se repite el 
movimiento. Si la resistencia a la rodadura se toma constante e igual a 0.1W, 
hallar la expresión para la altura k del punto más alto en que estará en repo- 
so el automóvil, después de haber pasado por el punto inferior n veces. Expre- 
sar la respuesta en términos de n, ho y las constantes del problema. 


Se desprecia la 


Fig. P-3.78 


3.79. Una pequeña bala de masa m y dimensiones despreciables se dispara con 
un rifle en una dirección normal a una tabla. La bala sale del rifle con una 
velocidad inicial de 800 m/seg, choca en la tabla y la atraviesa en 2 X 107+* 
seg. Si la bala sale de la tabla con una velocidad de 732 m/seg, determinar el 
espesor de la tabla. Se supone que la fuerza de oposición a la penetración es 
constante. 
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3.80. El bloque de 4.9 kg, desliza a lo largo del plano horizontal, debido a la 
fuerza horizontal P, la fuerza varía con el tiempo de acuerdo con la gráfica. 


El coeficiente de rozamiento cinético yz es igual a 1/3.22. Determinar la velo- 
cidad en £ = 8.0 seg si vo, = 5 m/seg en i = 0, 


P(kg) 


6 W= 4.9 kg P 


O 2 4 6 B 10 12 t (seg) 


Fig. P-3.80 


3.81. Un hombre de 75 kg está sentado en una canoa de 40 kg y dispara una 
bala de rifle de 50 g horizontalmente y en dirección de la proa de la canoa. 
Despreciando el rozamiento del agua, hallar la velocidad v con que se moverá 
la canoa si la velocidad de la bala al salir del rifle es de 800 m/seg. : 


3.82. Se dispara una bala de 60 g al centro de los tres bloques y los mueve 
a la misma velocidad. Hallar la velocidad suponiendo que cada bloque pesa 
60 g y la velocidad de la bala antes del choque es de 700 m/seg. Despréciese 
el rozamiento de la superficie donde se hallan. 


Fig. P-3.82 


3.83. Una bala de 28 g se mueve a 1600 km/h, choca contra un bloque de 
madera y penetra en él 15 cm. El bloque de madera pesa 4.6 kg. ¿Con qué 
rapidez se moverá el bloque inmediatamente después que la bala ha alcanzado 
la penetración máxima en él? Despréciese el rozamiento de la superficie hori- 
zontal sobre la que está situado el bloque. 
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3.84. Se dispara una bala con una velocidad de 350 m/seg y penetra en un 
bloque de roble hasta una profundidad de 30 cm. Si la bala se. hubiera dispa- 
rado contra una tabla de la misma madera de 5 cm de espesor, hallar su velo- 
cidad después de atravesar la tabla. Se supone que la resistencia de la madera 
a la penetración es constante. Durante el movimiento la bala sigue una tra- 
yectoria horizontal. 


3.85. Al penetrar en un obstáculo de madera una bala tropieza con fuerzas de 
oposición como las que se ven en la gráfica. Determinar la velocidad de la 
bala al salir de la madera. i 


9.8 x 10° kg 


800 m/seg ` 


N 
O 
o 


Fuerza de oposición (kg) 


0.1.2 3 4 5 
Tiempo (1/1000 Seg)—> 


Fig. P-3.85 


3.86. Una partícula de 200 kg se mueve en la dirección positiva x con una 
velocidad de 25 m/seg. Se aplica a la partícula una fuerza F, dada por la 
gráfica. Determinar: 


a) La velocidad después de 4 seg. 
b) La velocidad después de 9 seg. . 


Fig. P-3.86 - 


DINAMICA DE LA PARTICULA 227 


3.87. Un bloque de 98 kg se somete a la acción de una fuerza P constante de 
60 kg. El valor de la fuerza de rozamiento al deslizamiento, como se puede 
ver, es una función de tiempo. Determinar la velocidad del bloque 3 seg des- 
pués de haberse aplicado la fuerza P. 


a 
oO 


P=60k 
98 ke +? Ñ 


A 


fe 
© 


1 
Tiempo (seg) 


Fuerza de rozamiento (kg) 


Fig. P-3.87 


3.88. El bloque de 10 kg que se ve sobre el plano inclinado liso de 30°, se 
mueve con una velocidad inicial de 19.6 m/seg a lo largo del eje x. Una fuer- 
za F, que varía con el tiempo como se indica en (a), se aplica al bloque para- 
lelamente al plano y al eje y. Determinar la velocidad del bloque 8 seg des- 
pués de haberse aplicado la fuerza F. 


Fig. P-3.88 


3.89. Una sección horizontal de una banda de transmisión se mueve a 10 
m/seg. Una caja se baja hasta la banda. En el instante de contacto con la 
banda la velocidad de la caja es cero. El coeficiente de rozamiento es 0.25. 
La velocidad de la banda no cambia. ¿Qué distancia recorrerá la caja, relativa 
a la banda, antes de detenerse en su deslizamiento? 
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3.90. Una cadena de longitud / y peso y kg por unidad de longitud descansa 
sobre un plano horizontal liso. Una parte a de la cadena está extendida como 
se muestra y se apoya en un eslabón. Una fuerza F(t) actúa en un extremo de 
la cadena. Si la velocidad del eslabón D es v = 363, hallar: 


a) El impulso ejercido sobre la cadena. 
b) El trabajo efectuado por F(t), suponiendo que no hay pérdida de 
energía, para poner en movimiento todos los eslabones de la cadena. 


En + = 0 la cadena está en la posición que se muestra. 


Fig. P-3.90 Fig. P-3.91 


3.91. Dibujar los diagramas de aceleración-tiempo, velocidad-tiempo y despla- 
zamiento-tiempo para los 2 primeros segundos del movimiento del bloque 4. 
La velocidad inicial de A es de 5 m/seg hacia la derecha. 


3.92. Un cañón de 4 kg montado contra un resorte como se muestra, dispara 
una bala de 30 g con una velocidad de 500 m/seg. El retroceso del cañón 
hace que el resorte se comprima 8 cm. 


a) ¿Cuál es el módulo del resorte? 
b) ¿Después del choque tendrá el cañón tanta energía como la bala? 
c) ¿Qué tiempo le tomará al resorte comprimirse? 


-4 kg 


SS 
po 


Fig. P-3.92 
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3.93. Los bloques A y B originalmente se sostienen en reposo sobre el plano 
de 30% que se muestra. El coeficiente de rozamiento al deslizamiento en la 
base del bloque B es 0.4 y en la base del bloque A es 0.2. El bloque B se suel- 
ta desde el reposo y 1 seg más tarde se suelta A. Si A alcanza a B cuando éste 
se ha movido durante 6 seg, ¿qué distancia separaba los bloques originalmen- 
te? El bloque B pesa el doble del bloque A. 


SS 
GN 


Fig. P-3.93 


3.94. Dos masas mı y ma descansan sobre una superficie horizontal lisa y están 
unidas mediante un resorte de constante k. Las masas están obligadas a mo- 
verse a lo largo del eje x. Si se mueven las masas hasta que el resorte se com- 
prima una longitud $ y después se sueltan desde el reposo, hallar la velocidad 
de mı cuando el resorte está en su longitud normal, ¿Cuál es el alargamiento 
máximo del resorte? 


3.95. Una pelota de hockey se desliza sobre el hielo y choca contra uno de los 
costados de la pista con una velocidad de 30 m/seg y a un ángulo de 60°, rebo- 
tando a un ángulo de 30” respecto del costado. Determinar el coeficiente de 
restitución. 


Fig. P-3.95 
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3.96. Dos bolas tienen inicialmente las velocidades que se muestran. Hallar 
sus velocidades después del choque si e es igual a 0.5. 


A B 
40 © D 
m/seg 50 kg (519) 15 m/seg 


Fig. P-3.96 


3.97. Un bloque de 19.6 kg tiene una energía cinética de 256 kg-m y choca 
con un bloque de 9.8 kg que está en reposo. Si el coeficiente de restitución 
es */z, determinar la pérdida total de energía cinética durante el choque. 


3.98. Una pequeña bola de acero se deja caer desde el reposo desde una al- 
tura inicial họ sobre una placa de acero, produciéndose una serie de n rebotes. 


Hallar la altura máxima a que llegará la pelota después de chocar con la pla- 
ca n veces. El coeficiente de restitución es e. 


Fig. P-3.98 


3.99. Dos masas tienen un choque central directo con las velocidades que se 
muestran. Si el coeficiente de restitución es e, hallar la velocidad común de 
las partículas durante el choque: 


a) En términos de las velocidades iniciales. 
b) En términos de los velocidades finales. 


a gae e do) 
ón e. 
Fig. P-3,99 
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3.100. Una bala de 161 g que se mueve a 800 m/seg choca con un bloque 
de 16.1 kg introduciéndose en él. Si el bloque se desliza sobre un plano hori- 
zontal liso con una velocidad de 16 m/seg después del impacto, con la direc- 


ción que se muestra, determinar la velocidad v del bloque justamente antes 
del choque. También determinar el cambio en la energía cinética del sistema. 


v = 16 m/seg 


| 


| 
A E m/seg 


Fig. P-3.100 - Fig. P-3.101 


10 m/seg 


1042 m/seg 


3.101. Dos bolas de billar de pesos y diámetros iguales se mueven en las di- 
recciones y con las velocidades que se indican. Si e es 0.9, hallar las velocida- 
des de las bolas después del choque. 


3.102. El bloque A se mueve horizontalmente a lo largo del eje y con una 
velocidad v, y choca con el bloque B adhiriéndose a éste. Inicialmente el blo- 
que B se movía horizontalmente a lo largo del eje x con una velocidad vg. Los 
dos bloques tienen la misma masa m. Determinar el porcentaje de pérdida de 
energía para este choque. 

] 


l Posición del choque 
m71 
ya 


a 
v—b | cal Ta 


Fig. P-3.102 
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3.103. Un camión de pasajeros de 12,000 kg que viaja a 47 km/h choca de 
frente con un automóvil de 1650 kg que viaja en sentido opuesto a 62.6 km/h. 
A causa de la magnitud de la deformación producida, ambos vehículos se mue- 
ven juntos después del choque, Determinar la velocidad común y hallar la 
pérdida de energía cinética, 


3.104. Calcular el porcentaje de pérdida de energía cinética que tiene lugar 
durante el choque central directo. m, = ma; Y, = —D02. El coeficiente de resti- 
tución es e. 


e pon apeere TO 
A 
Fig. P-3.104 


3.105. Una masa M, inicialmente en reposo, es golpeada por una masa m que 
se mueve con una rapidez u antes del choque. Si la línea de choque forma un 
ángulo œ con el vector velocidad 3, hallar la velocidad W’ de m después del 
choque. Tómese el eje x a lo largo de la línea de choque. El coeficiente de 
restitución es e. "También hallar el ángulo entre la trayectoria de m y el eje x 
después del choque. 


3.106. Una partícula de masa m choca con una partícula de masa desconoci- 
da. Ambas partículas tienen velocidad vo, pero en sentido contrario, antes del 
choque. Después del choque la masa desconocida queda en reposo. Si el cho- 
que es central directo y el coeficiente de restitución es e, hallar: 


a) La masa desconocida. 
b) La velocidad de la masa m después del choque. 
c) El porcentaje de pérdida de energía. 
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3.107. Tres bolas de mástique se mueven en la forma que se indica y al cho- 
car en un punto continúan moviéndose como una sola. Hallar: 


a) La velocidad de la masa combinada inmediatamente después del 
choque. 
b) La pérdida de energía. 


Fig. P-3.107 
3.108. Como se muestra, dos esferas están suspendidas mediante cuerdas. Si la 
esfera A se suelta desde el reposo cuando O, = 90°, determinar: 


a) La velocidad de cada esfera inmediatamente después del choque. 
b) La máxima altura que alcanza la esfera B.. 


Sa” 


Fig. P-3.108 l Fig. P-3.109 


3.109. Un bloque de 23 kg descansa sobre un plano horizontal, La esfera de 
4.6 kg se levanta a una altura de 2 m de su posición inferior y se suelta. El 
choque entre los cuerpos se produce cuando la cuerda que sostiene la esfera es 
“vertical. Si el coeficiente de restitución entre la esfera y el bloque es 0.6 y el 
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coeficiente de rozamiento entre el bloque y el plano es 0.2, determinar en que 
tiempo se detendrá el bloque después de la colisión. ¿Con qué dirección se 
moverá la esfera después del choque? 


3.110. La caja B está llena de serrín y descansa sobre un plano liso. Una bala 
de rifle M-1 de 30 g choca contra la caja con una velocidad de 950 m/seg 
incrustándose en ella. Suponiendo que la bala haya alcanzado su máxima pe- 
netración en la caja antes de que ésta choque con el resorte, determinar la 
distancia que habrá de comprimirse el resorte para detener la caja. La caja 
pesa 5 kg. El resorte inicialmente no está comprimido y tiene un módulo de 
70 kg/m. 


70 kg/m 
E ES AVW 


Fig. P-3.110 


AA 


3.111. Una caja de 9.2 kg desliza horizontalmente a lo largo de una super- 
ficie lisa cuando un pedazo de plastilina de 5.6 kg cae sobre ella. Después del 
choque la combinación de masas choca contra un resorte de peso despreciable, 
comprimiéndolo 15 cm. Si el resorte inicialmente no estaba comprimido, hallar 
su constante. A 


vp= 1.2 m/seg 


C 


vg = 3 m/seg 


Fig. P-3.111 O Fig. P-3.112 


3.112. Dos esferas idénticas están suspendidas por cuerdas de diferente longi- 
tud. La esfera Æ se suelta desde la posición indicada por líneas punteadas y 
choca con B directa y centralmente. Se observa que la esfera B se desplaza un 
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ángulo igual. Si la longitud de la cuerda de A es 12 m y la de la*cuerda de B 
es 3 m, determinar el coeficiente de restitución para estas condiciones. 


3.113. Los dos cuerpos A y B tienen masas iguales. El bloque A se mueve du- 
rante 4 seg antes de alcanzar la superficie lisa que se muestra. Después de 
que A alcanza la superficie lisa, se produce con B un choque central directo. 
El coeficiente de restitución para los dos cuerpos es 0.20 y el coeficiente de 
rozamiento cinético entre A y el plano áspero es 0.20. Determinar la velocidad 
de cada cuerpo después del impacto. 


20 m/seg 2 m/seg 


p Plano rugoso >< Plano liso >] 


Fig. P-3.113 


3.114, Un conjunto de n partículas, cada una de masa m, como se puede ver, 
están alineadas a lo largo de un plano liso. Una masa idéntica m se lanza ha- 
cia la primera partícula con una velocidad v. Si el coeficiente de restitución 
para cada choque es e. Hallar el número n tal que la velocidad de la n-ésima 
masa sea Av (0< A < 1). 


Si una simple partícula de masa nm es golpeada por la masa m, resolver 
el problema anterior para n y comparar los resultados. 7 


n Particulas 
V A E R 
ZA 
Fig. P-3.114 


3.115. Al bloque mayor de 23 kg, se le imprime una velocidad inicial de 
6 m/ seg en un punto situado a 3 m del bloque más pequeño, chocando final- 
mente con éste que tiene un peso de 9.2 kg. Determinar la distancia que reco- 
rrerá el bloque pequeño hasta detenerse. Se supone que el coeficiente de roza- 
miento es 0,1 y el coeficiente de restitución es 0.9, 


Fig. P-3.115 
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3.116. Un martillo de acero de peso W,, gira alrededor del punto O, cae y 
golpea el bloque de acero de peso W2, que está montado sobre ruedas lisas. 
El choque es perfectamente elástico. Sobre el bloque de acero está montada 
una pequeña viga en voladizo con un pequeño peso W, en su extremo libre. 
La constante de resorte para la flexión de W3 relativa a Wz es k. ¿Cuál es el 
valor máximo de x, que es el desplazamiento de Wg relativo a Wa, después 
del choque? 


Ruedas de peso deanei 
Fig. P-3.116 


Dinámica de un sistema 


de partículas 


4.1 Introducción. Hasta ahora se ha estudiado el movimiento de las 
partículas individuales definidas como masas puntuales, Por supuesto, 
tales partículas realmente no existen, aunque el concepto es conveniente 
y se aproxima bastante a ciertos casos físicos. Tales casos son aquellos 
donde las dimensiones del cuerpo son pequeñas comparadas con la geo- 
metría de la trayectoria del movimiento y donde la forma y/o la orien- 
tación del cuerpo no dan lugar a fuerzas importantes o variaciones de 
fuerza. Como ejemplos de tales partículas en movimiento se puede men- 
cionar un satélite que gira alrededor de la Tierra o el movimiento de un 
electrón en un campo de fuerza. 

Por otra parte, existen muchos problemas a dinámica que no pue- 
den ser satisfactoriamente planteados por un modelo matemático basado 
en una masa puntual. Dichos problemas exigen el análisis de un sistema 
de tales partículas, ya sea rígidamente ligadas entre sí — llamado cuer- 
po rígido — o en libertad de moverse unas con respecto a otras — lla- 
mado cuerpo deformable. Ejemplos de problemas de cuerpos rígidos son 
aquellos donde la deformación producida sobre cualquier sustancia real 
por un sistema de fuerzas, tiene una influencia despreciable sobre el 
movimiento que se estudia, como en el caso de la trayectoria, en el aire, 
de un cohete rígido o el movimiento de un volante montado sobre un 
eje. Ejemplos de cuerpos deformables dinámicos se hallan en el análisis 
del movimiento de flúidos y en cuerpos elásticos vibrantes. 

El “modelo” apropiado que se elige para el análisis de un problema 
en particular depende de los resultados que se desean. Por ejemplo, si 
deseamos analizar la trayectoria de un cohete y solamente necesitamos 
resultados aproximados, supondremos el modelo más simple: una partícu- 
la. Si deseamos determinar una predicción más exacta de la trayectoria 
del mismo cohete, supondremos el siguiente modelo más complejo: un 
cuerpo rígido, Sin embargo, si estamos intentando obtener una precisión 
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Fig. 4.1 


real en nuestras predicciones del movimiento y el cohete está sujeto a 
pequeñas variaciones, pero medibles, entonces podríamos intentar tomar 
en consideración la deformación del cohete bajo las fuerzas que actúan 
y la influencia de esta deformación sobre el movimiento resultante. 

Debido a que las dos últimas categorías implican un sistema de par- 
tículas, primero discutiremos la dinámica de dichos sistemas desde un 
punto de vista más general y después discutiremos en detalle la dinámica 
del cuerpo rígido. En este texto, no se hará una discusión detallada de 
la mecánica de los cuerpos deformables, en donde intervienen cuerpos 
elásticos y plásticos, así como flúidos. | 

¿Qué es un sistema de partículas? Un sistema de partículas es un 
grupo arbitrario de entidades submicroscópicas más o menos discretas, 
tales como las moléculas que integran un pedazo de materia, o bien se 
puede ver como un grupo de masas puntuales macroscópicas, pero pe- 
queñas (siendo cada una lo suficientemente grande para contener mu- 
chos millones de moléculas), que se combinan para formar lo que el 
ingeniero observa como una distribución continua de materia. Ejemplo 
de este último concepto, es un pedazo de metal, que escogemos para 
dividirlo en las partículas que se muestran en la figura 4.1, Debe ad- 
mitirse que la estructura real del metal finalmente se descompondría 
en moléculas y átomos. No obstante, el análisis dinámico del movimien- 
to de ese pedazo de metal, cuando está sometido a la acción de fuerzas, 
no toma en cuenta la estructura atómica ni el movimiento atómico y se 
puede concebir el metal como materia contínua que arbitrariamente se 


subdivide en partículas de cualquier forma conveniente (ver la figura 
4.1). 


4.2 Movimiento del centro de masa de un sistema de partículas. Con- 
sideremos un sistema de n partículas dentro de una región o envoltura Á. 
Una sola partícula de este grupo, designada partícula i, tiene una masa 
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y 


Fig. 4.2 


m; y se localiza por su vector de posición 7;. Entonces la velocidad y ace- 
leración de la partícula son 7; y Fs. 

Las fuerzas que actúan sobre la 2-ésima partícula pueden incluir algu- 
nas o todas las siguientes: 


1. Fuerzas externas: 


a) Fuerzas debidas a campos gravitacionales externos de la Tie- 
rra O cualquier otro cuerpo de masa relativamente muy 
grande. 

b) Fuerzas debidas a campos eléctricos externos (si la partícula 
está cargada). 

c) Fuerzas debidas a campos magnéticos externos (si la partícu- 
la pertenece a un grupo sensible a las fuerzas magnéticas). 

d) Fuerzas debidas a dispositivos productores de fuerzas externas 
tales como resortes, palancas, choques de masas, superficies con 
rozamiento, dispositivos que producen arrastres, esfuerzos hu- 
manos, ètc. 

e) Fuerzas entre partículas debidas a la interacción mutua de 
la i-ésima partícula con otras partículas exteriores al volu- 
men Á. 


2. Fuerzas internas: 


a) Fuerzas entre partículas debidas a la interacción mutua de 
la i-ésima partícula con otras partículas interiores en el vo- 
lumen A. 
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Debido a que es importante conservar separadas las dos categorías de 
fuerza citadas, adoptaremos la siguiente notación: i 


Fii = fuerzas externas, F;; = fuerzas internas. 


De acuerdo con el tercer axioma de Newton la fuerza F;; que ejerce la 

partícula m; sobre la partícula m; es igual y opuesta a la fuerza Fj; que 
ejerce m; sobre mj. Esto se puede expresar por la ecuación 

Fij + Es; = 0, (4.1) 

Para un sistema de tres partículas, existirá un sistema de fuerzas in- 
ternas atractivas como el que se muestra en la figura 4.3. 


Ahora se puede escribir la ecuación de movimiento para la ¿-ésima 
partícula 


m SOE; G=12...n). (4.2) 
E | 


La fuerza externa resultante que actúa sobre m; está dada cuando j es 
igual a i. Los términos restantes de la suma son las fuerzas internas que 
actúan sobre mi. 

Sumando las ecuaciones de la forma 4.2 para las n partículas conte- 
nidas en el volumen Á, el resultado es 


má = Fa A (4.3) 


ij 
y que representa una suma de las n ecuaciones de movimiento. 
Las fuerzas internas aparecen en parejas iguales y opuestas en la do- 
ble suma del segundo miembro de la ecuación 4.3 y por la ecuación 4.1 
se anulan entre sí quedando solamente las fuerzas externas. La ecua- 


ción 4.3 llega a ser 
y mif, = DF. (4.4) 


¿-ésima 


Fig. 4.3 
Fi 


amn késima 
Fry 
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Fig. 4.4 


Consideremos ahora el centro de masa de este grupo de n particu- 
las, El radio vector 7. que define el centro de masa C está dado por 


> mif; 
z : 


fo = — 


> Mi 


1 


(4.5) 


Ahora, si cada una de las masas m; se supone constante con respecto 
al tiempo y se deriva dos veces la ecuación 4.5, tenemos 


Al : | 
Fe = TY) miFs, (4.6) 


donde M = > mi es la masa total del sistema. Cuando se sustituye 


t 


en la ecuación 4.4 y ` Fi; se hace igual a F, el resultado es 


MF, = F | (4.7) 


La ecuación 4.7 constituye el principio del movimiento del centro 
de masa y es una relación importante en la mecánica, La ecuación 4.7 
establece que el centro de masa de un sistema de partículas se mueve 
como si toda la masa de las partículas estuviera concentrada en el cen- 
tro de gravedad como una sola partícula, y bajo la acción de la resul- 
tante de las fuerzas externas que actúan sobre el sistema. Por supuesto 
esta afirmación es cierta si las partículas están rígidamente ligadas (como 
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en un cuerpo rígido) o se mueve una con relación a otra (como en un 
flúido) o bien se trata de un grupo de partículas finitas discretas. 

Por lo tanto, el movimiento de traslación del centro de masa de un 
sistema de particulas se determina por los mismos métodos que se han 
discutido previamente para el movimiento de una partícula. Debe recal- 
carse que el movimiento del centro de masa es independiente de los 
puntos de aplicación de las fuerzas externas. Como más adelante se verá, 
los movimientos de rotación quedarán influidos por los puntos de aplica- 
ción de las fuerzas externas. En general, no debe suponerse que la F de la 
ecuación 4.7 pasa por el centro de masa. 

En el caso de una distribución continua de materia de densidad de 
volumen p, m; se sustituye por p dr, donde dr es el elemento de volumen. 


Haciendo mi o jP dr igual a M, la ecuación 4.5 se puede es- 
cribir 
1 
Te = — T; dr. 4.8 
Fe aP pr; dr (4.8) 


De la ecuación 4.8, las coordenadas del centro de masa son 


1 1 1 
Xe = M Ja px; dr, | Ye = M f: pyi dT, Ze = M Í. pz; dr. (4.9) 


Consideremos ahora un sistema de partículas que es una colección de 
varios subsistemas y supongamos que M; es la masa total y R; es el 
centro de masa del subsistema de particulas mij, Maj... situadas en 
Fij Taj... respectivamente. El vector de posición 7, del centro de masa 
está dado por 


Te = si > Mijfij = > >, Y mu = > E MR). (4:10) 
1) i ¿ E 
Consecuentemente, cuando se quiere determinar la posición del centro 
de masa de cualquier sistema, es permisible sustituir cualquier subsiste- 
ma por una sola partícula cuya masa es la masa total del subsistema y 

está situada en el centro de masa de dicho subsistema. 


4.3 Cantidad de movimiento lineal e impulso de un sistema de par- 
tículas. Aunque muchos problemas de la dinámica lineal de los siste- 
mas de partículas se resuelven por medio de la ecuación 4.7, es útil for- 
mular la ecuación lineal de movimiento en términos de la cantidad de 
movimiento lineal del grupo de partículas. Regresaremos a la figura 4.3 
y a la ecuación 4.4, si admitimos que en la suma de fuerzas solamente 
existen fuerzas externas, podemos escribir lo siguiente: 
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i: d = d = T 
i Mfg = Ji i Mif; = di Mig == F, 
E 3 3 
donde J; = 7; es la velocidad de la partícula i. El producto (pi = 


m40,) se define como la cantidad de movimiento lineal de la partícula i. 


La suma para las n partículas en el volumen A ( ) mē: ) se de- 


2 
fine como la cantidad de movimiento lineal (p) del sistema de particu- 
las contenidas en A. La ecuación de movimiento para cualquier sistema 
de partículas, se puede escribir 


ac 


Fl. : (4.11) 


Por lo tanto, la fuerza resultante F que actúa sobre un sistema de 
partículas es igual a la razón de variación con respecto al tiempo de la 
cantidad de movimiento lineal del grupo, ya sea que las partículas estén 
rígidamente ligadas como en un cuerpo rígido o estén en movimiento 
relativo una a otra. 

Si no actúa ninguna fuerza externa, la ecuación 4.11 establece que 
la cantidad de movimiento lineal total del sistema de partículas perma- 
nece constante, Este es un enunciado de la ley de la conservación de la 
cantidad de movimiento lineal. 


Si la ecuación 4.11 se multiplica por dt y se integra en un cierto in- 
tervalo de tiempo, el resultado es 


fS Fa = 5 dp = pe — pı = Ap. (4.12) 


De la ecuación 4.12 se ve que el cambio en la cantidad de movimiento 
de un sistema de partículas que se produce en un cierto intervalo de 
tiempo, es igual al impulso de las fuerzas externas que actúan, 

La forma de la ecuación lineal de movimiento dada en la ecuación 
4.12 es particularmente útil para problemas donde intervienen flúidos y 
el movimiento del centro de masa es de poco interés. 


peso despreciable, según se ve en la figura 4.5. Si el sistema está inicialmente 
en reposo en el plano horizontal xy, determinar la aceleración de la partícula 
hacia la derecha bajo la acción de una fuerza constante F = Fi. 

Antes que pueda hallarse la aceleración de la partícula hacia la derecha, 
es necesario hallar la aceleración del centro de masa. Esta está dada por 


MF. = F, 
3m?ř, = Fi, 


Ejemplo 4.1. Un sistema de tres a A S ligado mediante barras de 
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y 
m r | 2r 
menena A PT 
Fig. 4.5 
2r 
F =g 
m 
T 
° T= 3m 


El punto del sistema que tiene la aceleración (F/3m)1 está dado por 


> mir; 


AN ; mr + 217) + m(2n + 217 Ta 4. 
> mor Di ( D tirin. 
mi ` 


Utilizando la ecuación lineal de movimiento estamos en posibilidad de de- 
terminar la aceleración de un punto del sistema que es el centro de masa 
y tiene por coordenadas (7/3, 4r/3). Si se hubiera aplicado F en el centro 
de masa el problema podría resolverse completamente. Esto es, el sistema ten- 
dría movimiento de traslación y el movimiento de cualquier punto sería el 
mismo. 

Sin embargo, en este sistema también existe un movimiento de rotación y 
para completar la solución es necesaria una discusión adicional del movimien- 
to de un sistema de partículas, 


Ejemplo 4.2, Consideremos una hoja fija y lisa que desvía un chorro de agua. 
Si la cantidad de agua que fluye por unidad de tiempo es constante, determi- 
nar la reacción del chorro sobre la hoja. El chorro tiene una velocidad 7, la 
área de la sección transversal es A y la densidad p. Ver figura 4.6. 

Puesto que el flujo es permanente, las fuerzas sobre el flúido serán cons- 
tantes y la ecuación 4.12 se puede escribir 


Fig. 4.6 
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Durante cada intervalo de tiempo Af pasa una masa de flúido (pAv) At por 
el punto de transición (1) donde ocurre un cambio en la cantidad de movi- 
miento de las partículas del flúido. Para esta masa la ecuación de impulso y 
cantidad de movimiento es 


pAv At [ (v cos 07 — v sen 05) —v1] = F At, 
Las ecuaciones escalares son 
—pAv*(1 — cos 0) = Fr, 
—páÁv* sen 0 = Fy 


Por supuesto las reacciones sobre la hoja son iguales y opuestas a las fuer- 
zas que actúan sobre la corriente de flúido. 
Resolveremos ahora este problema cuando a la hoja se le dé la velocidad 


Ñ = ul donde u<Xvu, 


Para este problema es conveniente fijar un sistema de coordenadas en la 
hoja móvil. La expresión general para la velocidad de un elemento de flúido 
en contacto con la hoja es 


t=R+0xp+7. 
que aquí toma la forma 
f = ul + (v—uje donde ¿=%. obien cos 7,—sen0 Jo 


dependiendo del lado del punto de transición (1) en que se encuentre el ele- 
mento. 


Nótese que solamente un elemento de longitud (u — v)At pasa por el 
punto de transición en el tiempo At. 
Ap =F At 


y 
pÁ(v—u) At ([uto + (v — u) (cos 9 to — sen 8 jo) | — 


[ulo + (u—u)io]) = F At. 
Las ecuaciones escalares son 


—pÁ(v — u)? (1 — cosl) = F, 


—pA (v — u)? send = Fy. 


Y, 


Fig. 4.7 
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La potencia producida por la hoja es 
P = Fū = pA(v—u)?(1 —cos0)u. 


Para hallar la velocidad de la hoja que dará la máxima potencia, calculamos 
PT pA(1 —cos 0 )[(v —u)? + 2u(v— u) (—1)] = 0, 


(v— u)? = 2u(v—u), 


u— u = 2u, 
o sea 


v 
Um =:3% 
3 


4.4 Movimiento de un sistema de masa variable. El segundo axioma 
de Newton, en la forma dada por la ecuación 3.1, se puede escribir 


Fa E (5) = s 2 mi) (4.13) 


t 


Debido a que esta ecuación es cierta solamente cuando la masa es cons- 
tante, una forma segura de atacar el problema de masa variable es me- 
diante el uso de la ecuación 4.12. 


Ejemplo 4.3. Hallar la ecuación de movimento de un cohete en vuelo, supo- 
niendo que los gases de la combustión salen por el escape del cohete con una 
velocidad fija V; relativa al cohete. 

El sistema que estamos considerando consiste de la masa M del cohete , 
el escape de los gases AM que son expulsados en el tiempo At. En cualquier 


instante £ y 


(a) 


Fig. 4,8 


a 
ay“ ext 


“Instante t+ At 
(c) 
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instante £ estos gases se mueven con el cohete. En el instante t + At los gases 
son expulsados del cohete por la fuerza resultante F de la presión del gas que 
actúa tanto sobre el cohete como sobre los gases expelidos durante el inter- 
valo de tiempo At. Esta secuencia se muestra en la figura 4.8. 

La ecuación 4.12 se puede escribir 


F At = Pi, — pt 
Para los gases expulsados esta ecuación es 
—F At = AM (5 + A + 7;) —AMU 
y para el cohete 
(+ E + Fot) At = M( + A5) — MU 
Sumando estas dos ecuaciones, se tiene 
Fox At = AM AD + AM Ù; + M Aa. 


Dividiendo entre At y haciendo que At —> 0, obtenemos 


Pa Mo ml 
E di” 
la ecuación escalar de movimiento es 
dM du 
Fost + Pr U; = MT’ (4.14) 
donde Ft es la fuerza resultante externa en la dirección del movimiento y 
yy = —oji. El término (dM/dt)v; se llama empuje del cohete. Nótese que 


una dM/dt positiva representa una pérdida en la masa y una v; positiva es 
opuesta a la dirección del movimiento. 


Ejemplo 4.4. Una cadena de longitud L metros y peso y metros por unidad 
de longitud está suspendida del extremo superior de manera que el extremo 
inferior apenas toca el piso. La cadena se suelta y los eslabones que Hegan al 
piso no tienen interferencia con los eslabones que están en reposo. Hallar la 


y is a 


rr AM osas 


F 
F 

ooolõoo 
pa 


lr 


(a) (b) 


Fig. 4.9 
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fuerza que ejerce el piso sobre la cadena como una función de la distancia 
desde la que cae el extremo superior. Ver figura 4.9, i 
La ecuación 4.12 aplicada a AM es 


E At = AM ERAS Hes vl 


F es la única fuerza sobre AM (Fig. 4.9b) ya que los eslabones de arriba 
no ejercen ninguna fuerza. La velocidad final de AM es cero y la velocidad 
inicial v, es precisamente la velocidad de caída libre Y 2gx. 


Puesto que AM = E v; Al, 


a 
F= Êv = 2px. 
g 
Entonces, de la figura 4.9b 
R = px + E = 3ux. 


En el instante en que el último eslabón ha llegado al reposo el piso ejerce 
una fuerza sobre la cadena igual a tres veces el peso de ésta. 


Ejemplo 4.5. Un aeroplano aterriza en un campo corto y se utiliza una cade- 
na para reducir la distancia de aterrizaje. Si'el aeroplano tiene un peso W y 
toca tierra con una velocidad vo, determinar el peso u de cadena por unidad 
de longitud que se requiere para detener el aeroplano en una distancia s. Tam- 
bién el aeroplano proporciona con sus frenos una fuerza constante P. Se supone 
que el aeroplano engancha con la cadena inmediatamente que toca tierra y que 
se desprecia todo rozamiento. 

En un tiempo At se pone en movimiento la masa de cadena (u/g)vAt. La 
fuerza necesaria para este cambio en la cantidad de movimiento es 


F At = 00600) 


Pat 
g 


La ecuación de movimiento para el aeroplano en el instante en que una 
longitud x de la cadena se ha retirado de su posición original es 


enmaro a] ona Xy 
g £ 
(E, x) A £ 
p 
Haciendo 
; dz dx 
= x? mee g -— 
ER 2x de 2 
Entonces 
p 2 dx T q ? 
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dz 2z _ —(2Pg/p) 


dx  (W/a) +x (Wu) + x’ 
sE -EE +2) 
— z[{— +x =-——£l—+x), 
dx % u p 


2 2 


Cuando x = 0, x= vo; por lo tanto C == v?(W/u)?. Así que 


b (£ i 2Pg É 5] j (y 
E a e e Y ÓN ea ENE 
pe e Lu 2 po 


Al final del aterrizaje x = s, x = 0, 


2 2 
0 = — 2Pg E s + 7] + Va? (2) 
p [pa 2 po 


0 = —2PgWs — Pgs’ p + ve We, 
vW? 2W ; ; 
p= Pe kg/unidad de longitud 


Ejemplo 4.6. Un aro delgado de masa M y radio r rueda desde el reposo sin 
deslizar sobre un plano inclinado. Determinar la aceleración del centro de 
masa. Ver figura 4.10. 
La ecuación del movimiento del centro de masa es 
Mr, = F. 
Con ayuda del diagrama de cuerpo libre que se muestra en la figura 4,10, las 
ecuaciones escalares de movimiento llegan a ser 


Mye = ly = Mg sen a — Fy, (a) 
Mx. =Foa=N—Mgcosa=0 (že = 0). 


o sea 
N = Mg cos «. (b) 

Puesto que el aro rueda sin deslizamiento no existe relación entre N y Fy 

y la ecuación b no es de utilidad en este problema. La ecuación lineal a con- 


x 
Mg 


al 
Fig. 4.10 
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tiene dos incógnitas y el problema no puede resolverse sin otra ecuación. Gomo 
, puede observarse, este problema introduce un grado de libertad angular o de 
rotación y exige la consideración de las ecuaciones del movimiento angular. 

Para el caso en que Fy = 0, y, = g sen q. Entonces el aro tiene movimien- 
to de traslación y la ecuación de movimiento del centro de masa es suficiente 
para describir el movimiento. 


4.5 Ecuación de la cantidad de movimiento angular para una sola 
partícula. La cantidad de movimiento lineal p, para una sola particu- 
la, es mu = m?. Entonces, por definición, el momento de la cantidad 
de movimiento lineal con respecto al origen O de un sistema inercial y 
que se denota por Ho, es 


Ho =F X m =F X p. (4.15) 


El momento de la cantidad de movimiento también se llama cantidad 
de movimiento angular o simplemente momento angular, pero puesto 
que no necesita existir movimiento angular para que exista el momento 
angular, el momento de la cantidad de movimiento es un término más 
descriptivo, 

Multiplicando vectorialmente por 7 los dos miembros de la ecuación 
de Newton, tenemos 


Fx (m İ) =7xF., (4.16) 


d 
El primer miembro de esta ecuación se puede escribir 
d za 
di (7 x mf) 
efectuando la operación indicada 


o AS , EE. EE 
q EXPO =Fxmi+7x 3 (m). 


Fig. 4.11 


ah 
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El primer término del segundo miembro es cero a causa del parälelism ) 
de los vectores, Entonces la ecuación 4.16 toma la forma J 


d P Sia 
ET (FX mi) =7 XF. (4.17) 

El primer miembro de la ecuación 4.17 es la razón de variación con 
respecto al tiempo del momento de la cantidad de movimiento con rela- 
ción a O mientras que el segundo miembro es por definición el momento 
de la fuerza resultante, que actúa sobre la partícula, con respecto al ori- 


gen O. Por consiguiente, 
Ë, = M . (4.18) 


Esta es una forma de la ecuación de movimiento de Newton que N 
conveniente para el análisis del movimiento de un cuerpo rígido. En 
palabras establece que la razón de variación con respecto al tiempo del 
momento de la cantidad de movimiento con respecto a un punto O de 
un sistema inercial primario, es igual al momento de la fuerza resultante 
respecto al mismo punto O. 


Ahora, si 7 ó F es cero, o bien si 7 y F son vectores paralelos, entonces 
Ho = 0 y 
Ho = vector constante. (4.19) 


Este es el teorema de la conservación del momento de la cantidad de 
movimiento. Establece que si el momento de la fuerza resultante con 
respecto a un punto O es cero, entonces el momento de la cantidad de 
movimiento permanece constante en magnitud y dirección respecto al 


punto O. 


Fig. 4.12 
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4.6 Ecuación de la cantidad de movimiento angular para un sistema 
de partículas con respecto a un origen arbitrario. De una “manera 
similar al caso de una sola partícula, podemos deducir una expresión 
para el momento de la cantidad de movimiento de un sistema de par- 
tículas. Llevaremos a cabo ésto primero con respecto al origen de un 
sistema inercial y después con respecto a un origen arbitrario para llegar 
al resultado más general. Después examinaremos los centros particulares 
de momentos que simplificarán la expresión general. 

El punto O es el origen de un sistema newtoniano y O” es un origen 
arbitrario que puede tener aceleración con relación a O. 

La ecuación de movimiento para la ¿-ésima partícula (ecuación 4.2) 
es 


mis = ¿y (mi) D2 G=Lldm. (420) 


Tomando momentos con | respecto a O de los dos miembros de la 
ecuación 4.20, obtenemos 


a SEE - 
FX E (mit) =% x > Fs) (4.21) 


El primer miembro de la ecuación 4.21 se puede escribir como la 
derivada con respecto al tiempo del momento de la cantidad de movi- 
miento tal como se hizo en la sección 4.5. Haciendo este cambio y al 
mismo tiempo sumando las n ecuaciones de la forma 4.21, se tiene 


22 Ti X mfi = 7 x Fi. (4.22) 

i,j 
La suma del segundo miembro de la ecuación 4.22 representa la suma 
vectorial de los momentos tomados con respecto a O de las fuerzas ex- 
ternas e internas. La suma de momentos debidos a las fuerzas internas 
es cero si las líneas de acción de todas las fuerzas internas están a lo 


Fig. 4.13 
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largo de las rectas que unen las partículas (ver Fig. 4.13). Por ejemplo, 
la suma de los momentos de las partículas i y j es 


mi X Fi + 7 x Fp = (mi — 75) Xx Fij =0 


ya que los vectores (F; — 75) y Fij son paralelos. 
Bajo estas condiciones la ecuación 4.22 ahora se puede escribir 


s XOR x mih = Y 7 X Pn (4.23) 


El primer miembro de la ecuación 4.23 es la derivada con respecto 
al tiempo del momento de la cantidad de movimiento total con relación 
a O y que denotaremos por H, y el segundo miembro de la ecuación 4.23 
es la suma vectorial de todos los E que actúan sobre el 
sistema. En forma de ecuación, nuevamente tenemos 


H = M (4.24) 


Para un sistema de partículas, la derivada con respecto al tiempo del 
momento de la cantidad de movimiento total del sistema con respecto 
al origen de un sistema inercial, es igual a la suma vectorial de los mo- 
mentos de todas las fuerzas externas con respecto a este origen. 

Generalizaremos ahora la ecuación 4,24, para ello se toman momen- 
tos con respecto a O” que es un origen arbitrario. Partiendo de la ecua- 
ción 4.20 y tomando los momentos de ambos miembros con respecto a O” 
(ver Fig. 4.12), obtenemos 


z d A L 
pi X EA (miñ) = pi x y Pu, (4.25) 


22 pi X (mii) = 2 xX Fii, (4.26) 


donde nuevamente suponemos el caso usual de fuerzas internas centrales 
de manera que la suma en el segundo miembro de la ecuación 4.26, se 
toma solamente sobre i. De la figura 4.12 


O seta 


"=R+hb y $h=R+p 
Sustituyendo 7; por su valor y DE x Fs; | por M’, la ecuación 4.26 


i 
se transforma en 
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ps x Sm (È + ps) = M, ` (4.27) 


mi RAD, ax (mi) =W, (428) 


= a. d e TE 
pe X MR + a, ems M0 (4.29) 

y finalmente 
Po x MR + Ë = MV, (4.30) 


donde H’ es el momento de la cantidad de movimiento con relación al 
origen O”. Para pasar de la ecuación 4.27 a la 4.28, se efectuó el pro- 


ducto vectorial. Nótese que R no interviene en la suma. Para pasar de 
la ecuación 4.28 a la 4.29 se introdujo la definición de centro de masa 
(ecuación 4.5) y el segundo término del primer miembro de la ecua- 
ción 4.28 se sustituyó por una identidad (ver la sección 4.5). Para pasar 
de la ecuación 4.29 a la 4.30 el segundo término de la izquierda se escri- 
bió de nuevo como la derivada con respecto al tiempo del momento de la 
cantidad de movimiento H’, donde H’ es la resultante del momento de 
la cantidad de movimiento con respecto al origen arbitrario O”, 

La ecuación 4.30 difiere de la ecuación 4.24 en el término pe x MR, 
Para simplificar la ecuación 4.30 preguntamos: ¿qué condiciones harán 
que este e producto vectorial sea cero? Este término adicional será nulo si: 


1. Res cero; esto es, la aceleración de O” relativa a O es cero. Este 
es el caso de la ecuación 4.24. O bien, 

2. pe es cero, que significa que O” está situado en el centro de masa. 
O bien, 

3. R y pe son paralelos. Ahora pe es un vector que va de O” al centro 
de masa, y si la aceleración R de O” está dirigida hacia o alejándose del 


centro de masa, pe y R serán colineales y su producto vectorial será cero. 
(Este resultado será de utilidad para ruedas simétricas que giran sin des- 
lizamiento.) 

Por lo tanto, para cualquiera de las tres condiciones establecidas an- 
teriormente, la ecuación angular (4,30) se reduce a una ecuación de for- 
ma idéntica a la ecuación 4.24: 


| Ei), (4.304) 


donde H’ y M’ se toman con respecto al origen O” de cualquier sistema 
de coordenadas que satisfaga las condiciones anteriores 1, 2 6 3 
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Ejemplo-4.7.—Regresaremos ahora al ejemplo 4.6, donde se requería la ecua- 
ción angular para la solución. El aro delgado de masa M y radio r rueda des- 
de el reposo sin deslizamiento sobre un plano inclinado. Determinar la acele- 
ración del centro de masa. Ver figura 4.14. 

Como anteriormente se hizo, aplicando la ecuación de movimiento de cen- 


tro de masa, tenemos 


My. = Fy = Mg sena — Fy. 


La ecuación angular H = 


Esta ecuación se toma con respecto a un sistema de ejes no giratorios situa- 
do en el centro de masa, condición 2 de esta sección. 


Utilizando la expresión para la velocidad pi = o X Pi, tenemos 


d En O E 
q Lam mila xs) M 


d 2.2 Yi T 
= Mi ok = M =rFyk, 
52 pi 


Ya que p; es la misma para todas las my, podemos escribir la ecuación escalar 
como sigue: 


O sea 


Mro = rF}. 


Fig. 4.14 
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Para un aro que rueda sin deslizamiento se tiene la relación cinemática 


Ye pS To. 
Entonces : 


Sustituyendo este valor de F; en la ecuación lineal, 


MY. =Mg sen a — Mie 


. gena 
Ve 2 

Ejemplo 4.8. Con ayuda de la ecuación 4.30a podemos ahora completar la 

solución del problema que se inició en el ejemplo 4.1 de este capítulo. 


Utilizando el centro de masa del sistema de la figura 4.5 como el origen 
O’ y aplicando i 


d A -— dé ==, 
PT pi X mip; = M 


tenemos 


E T N O E E e 
F r 3? gl w Anpa] A o EG] 


xX mok Xr M A erfol; 4; > 
wK 3 3? ql X Mok Xr 
1. 4. 1 4, 
Es (4) xr 
Simplificando, obtenemos 
22 y 4 
q mok = 1Fk, 
o sea 
a 2F> 
Sn 
Entonces 


3 3 


Esta es la aceleración de la partícula hacia la derecha en la posición mostrada 
en la figura 4.5. 


2o à 8 z F. 2 FE E > a 
Roxy ie or (gi 57) = agl + 10 


4.7 Cálculo de la cantidad de movimiento angular de un sistema de 
partículas con respecto a un origen inercial. El momento de la can- 
tidad de movimiento de un sistema de partículas con respecto a un ori- 
gen dado, se puede expresar convenientemente en dos partes. Con refe- 
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Y, 


Fig. 4.15 


a y 


rencia a la figura 4.15, el momento de la cantidad de movimiento con 
respecto a O para el sistema es 


En términos de 7. y ps 


H=) Tx mi, (4.31) 


Ho = Y milre+ i) X (Fe + Pi), (4.32) 


2 


H= Y mie X Fe + Fe X Pi +P X Pe + pi X Pil, 


á 
Ty soe 2 e d eE t qa aai lan 
Ho = Fe X MT, + Fe X J > mipi — Te X > mipi + > pi X Mipi 
j í ¿ 


(4.33) 


En esta ecuación, el segundo y tercer términos de la derecha son cero 
por definición del centro de masa y el último término es el momento 
de la cantidad de movimiento con respecto al centro de masa, La ecua- 
ción 4.33 se puede escribir 


Ho = 7e X Mi. + Ho. (4.34) 


El momento angular de un sistema de partículas con respecto a un 
origen inercial O se puede expresar como la suma del momento de la 
cantidad de movimiento de una partícula con masa igual a la masa total 
del sistema y con una velocidad igual a la del centro de masa del siste- 
ma, más el momento angular del sistema relativo al centro de masa. 
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Xo 


Fig. 4.16 


Y,” u 


Ejemplo 4.9. Hallar la cantidad de movimiento angular con respecto al ori- 
gen O del aro del ejemplo 4.6, 10 segundos después de haberse soltado desde 
el resposo. œ = 30°. 


H, = 7e X Mie + Ho, 


H. = > pi X MiPi, 


f 

His X mipi X (w X ps), 
i 

H. = Y miprok = Mrok. 


Ahora, Y, = (g sen a)/2 = g/4. 
; 5 
Al concluir los 10 seg y, = io = 52/2r. Entonces 


ae a a Jora BO 
Ho = (rio —ujo) X M > gh + Mr É É, 


2 2r 
F, = Merg z ez MR. 


4.8 Cálculo de la energía cinética de un sistema de partículas. La 
energía cinética de un sistema de partículas también se puede expresar 
en dos partes en una forma semejante a la expresión para la cantidad 
de movimiento angular. Para la partícula i la energía cinética es 


Ti; == 5 Miu? = 5 mi (F; 2 74) . (4.35) 
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Sustituyendo 7, = f, + fi y sumando sobre todas las partículas, tenemos 
1 res : e 
T = > T: =3 y, mito + $i) + (do + $0), 
po i 


T =% MilTe Fe + 27e pi + ps pal, 


El segundo término del segundo miembro de la ecuación 4.36 es cero 
por la definición del centro de masa. Entonces la ecuación 4.36 se trans- 
forma en 


a 1 2 i A 
=> Mu? + E mp”. (4.37) 


La energía cinética total puede expresarse como la suma de la ener- 
gía cinética de una partícula con una masa igual a la masa total del sis- 
tema y con una velocidad igual a la del centro de masa del sistema, más 
la energía cinética del sistema relativa al centro de masa. Este último 
término se escribirá más adelante de manera distinta, cuando se discuta 
el movimiento del cuerpo rígido. 


Ejemplo 4.10. Hallar la energía cinética del aro del ejemplo 4.6, 10 seg des- 
pués de haberse soltado desde el reposo. œ = 30°. 


1 1 . 
T= y Mv? + 2 Mipi”. 
Ya que 
[64] = lopil, 


Del ejemplo 4.9 


5 5 
Entonces 
(SY. 1, (58 
T=¿M(%) +34 (5) : 
25 7 
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PROBLEMAS 


4.1. Un aro delgado de masa m y radio a se coloca en un plano inclinado. Se 
supone que el coeficiente de rozamiento cinético y es pequeño, de manera que 
el aro desliza y rueda simultáneamente. Describir el movimiento del centro 
de masa. 


Fig. P-4,1 


4.2. Una partícula grande tiene una masa M y una velocidad v. Repentina- 
mente se rompe en varias partículas pequeñas que se mueven en todas direc- 
ciones. Determinar el movimiento resultante del centro de masa de las diver- 
sas partículas. 


4.3. Dos partículas m, y m, están unidas por una cuerda que pasa por una 
polea lisa, como en la máquina de Atwood. Hallar la aceleración del centro 
de masa de mı y mo, despreciando la masa de la polea. 


4.4. Localizar el centro de masa de tres partículas de masas m, 2m, 3m situa- 
das en los vértices de un triángulo equilátero. 


y 
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4.5. Localizar el centro de masa para el sistema de cuatro partículas que se 
muestra. La arista del cubo tiene la dimensión a. 


Fig. P-4.5 


4.6. Localizar el centro de masa de un hemisferio de densidad uniforme. 
4.7. Localizar el centro de masa de un cascarón hemisférico. 
4.8. Localizar el centro de masa de un hemisferio si el peso específico y va" 


ría linealmente a lo largo del radio desde un valor 3y en el centro de la base 
hasta un valor de y en la superficie. 
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4.9. Hallar el centro de masa de los sistemas que se muestran considerando 


: E 4.10. Se tira de un cable de longitud 1 con una velocidad v, tal como se mues- 
subsistemas apropiados. 


tra, el cable está en un plano horizontal. Hallar la velocidad del centro de masa 

a) Cuatro barras delgadas cada una de masa m y longitud l. como una función de $. 

b) Un hemisferio homogéneo y un cono circular recto. 

c) Cuatro barras y un aro delgados, el material de que están hechos tiene 
la misma masa por unidad de longitud. 


Fig. P-4.10 


4.11. Dos partículas de masas 3m y 5m se mueven con velocidades 3v y 2v 
respectivamente, en la dirección que se muestra. Determinar (en la posición 
indicada) : 


a) La posición del centro de masa. 

b) La velocidad del centro de masa. 

c) La energía cinética del sistema. 

d) La cantidad de movimiento lineal del sistema. 


Fig. P-4.11 


(b) (c) 


Fig. P-4.9 4.12. Determinar la energía cinética y la cantidad de movimiento lineal de la 
máquina de Atwood en términos del tiempo, si el sistema se suelta desde el 
reposo en ¿ = 0. Ver problema 4.3. 
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4.13. Tres partículas inician su movimiento con velocidades constantes desde 4,14, Un tubo doblado para dar un cambio de dirección de 180°, se acopla y 
la posición que se muestra, si Y, == 57 + 37 m/seg, U, == 6 m/seg y Va = se fija en su sitio mediante un total de n pernos en los dos bordes. Si el tubo 
41 — 2] m/seg, determinar: tiene un área A de sección transversal y por él pasa un flúido de densidad p, 


D Te velocidad decanto a: bajo una presión p y a una velocidad v, hallar la fuerza en cada perno. 


b) La ecuación de la trayectoria del centro de masa. 
c) La energía cinética T' del sistema. _ 
d) La cantidad de movimiento lineal p del sistema. 


Fig. P-4.14 


4.15. El agua fluye a través del conducto que se ve a razón de 1.4 m*/seg. La 
presión del agua es de 1000 kg/m? aguas arriba y de 91 kg/m? aguas abajo. De- 
terminar la fuerza resultante que ejerce el agua sobre las paredes del estrecha- 
miento. 


, Area = 0.70 m2 


Área = 0.35 m2 


Fig. P-4,15 
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4.16. Un chorro de agua (y = 1000 kg/m*) choca contra un álabe fijo de me- 
tal con una velocidad de 182 m/seg. Determinar la fuerza resultante necesaria 
para sostener el álabe. El chorro tiene un área de 19 cm2. 


Fig. P-4.16 


4.17. Si el álabe del problema 4.16 se mueve con una velocidad aq — 


1)/ v32], ballar el valor de u de manera que la paleta desarrolle la máxima 
potencia. ¿Cuál es la potencia máxima? 


4.18. Un flúido se descarga del tubo que se ve a razón de Q m/seg. El área 
de la salida es Az m? y de la entrada A, m?, La presión medida en la entrada 
es pı kg/m? y la presión a la salida es la atmosférica. Determinar la fuerza 
y el par resultantes que ejercen las bridas de soporte sobre el tubo. 


=> 


Fig. P-4.18 


4.19. , Una corriente de flúido de densidad p» área A de sección transversal y 
velocidad v es desviada por la superficie de un bloque de masa M que desliza 
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sin rozamiento sobre un plano horizontal. El flúido se desvía un ángulo «a re- 
lativo al bloque. 


a) Hallar la fuerza que ejerce el flúido sobre el bloque. 

b) Si el bloque empieza a moverse desde el reposo en ¿ = 0 con velo- 
cidad cero, hallar la velocidad del bloque como una función del 
tiempo. 


Fig. P-4.19 


4.20. Si en el problema 4.19 el coeficiente de rozamiento cinético entre el pla- 
no horizontal y el bloque es yz, hallar la velocidad final que alcanza el bloque. 


4.21. Una caja de arena se desliza desde el reposo hacia abajo de un plano liso 
con inclinación q. La masa de la caja es mp y la masa inicial de la arena 
es Ma La arena sale de la caja hacia abajo del plano con una velocidad v, 
relativa a la caja y a una razón constante de k kg/seg. Hallar la velocidad de 
la caja cuando ha salido toda la arena. 


4.22. Una gota de lluvia de peso inicial wọ kg cae desde el reposo a través 
de una nube de espesor a m. Al caer la gota gana peso a razón de b kg/seg. 
Las gotitas de la nube están en reposo con relación al suelo. Al movimiento 
de la gota se opone una fuerza proporcional al cuadrado de la velocidad. De- 
mostrar que la ecuación diferencial del movimiento es 


do, (b + gk)o 
A Wo +bx 


4,23. Demostrar cómo se mediría el empuje de un cohete haciendo una prue- 
ba cuando está fijo. Suponiendo que se conoce la razón con que se quema el 
combustible, ¿cuál es la velocidad de los gases que escapan con relación al 
cohete? 


4.24. Un cohete cuyo peso total es W, + Wp; se lanza verticalmente desde la 
superficie de la Tierra. El combustible se quema a una razón constante de 
k kg/seg y los gases son expulsados a una velocidad constante y; relativa al 
cohete. Suponiendo que la atracción gravitacional es constante y despreciando 
la resistencia del aire, hallar la velocidad del cohete como una función del 
tiempo. ¿Cuál es la velocidad del cohete cuando todo el combustible Wp; se 
ha agotado? 


as 
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4.25. El extremo de una cadena cae por el orificio de una mesa lisa y hace 
que los eslabones restantes le sigan. Se supone que los eslabones en reposo ad- 
«quieren su velocidad instantáneamente debido a un choque plástico con los esla- 
bones en movimiento. Despreciando todas las resistencias de rozamiento, hallar 
la velocidad de la cadena en términos de x, que es la longitud de la cadena en 
movimiento. La cadena tiene una longitud I y un peso y kg/unidad de longitud. 
En x = 0, v = 0. También hallar la pérdida de energía cuando x = ly el 
tiempo neecsario para que el último eslabón abandone la mesa. 


4.26. Una cadena uniforme de masa yu por unidad de longitud está arrollada 
sobre un saliente horizontal situado en la parte superior de un plano liso incli- 
nado a un ángulo q. Una masa M está fija en un tramo de la cadena y se 
empuja del saliente con velocidad cero. Demostrar que la ecuación diferencial 
del movimiento es (M + ux)(du/dt) + put = (M + px)g sen a, donde x 
es la longitud de la cadena a lo largo del plano. 


4.27. En cada uno de los siguientes sistemas, las partículas tienen una masa m 


y una velocidad v como se indica. Para cada sistema calcular las siguientes 
cantidades: 


a) p. 
b) Ho. 
c) Ho. 
d) T. 


(a) (b) to) 


Fig. P-4.27 


4.28. Una partícula de masa m gira alrededor de un punto A sobre el plano 
horizontal liso xy. La velocidad angular de la cuerda inextensible de masa 
despreciable y de longitud r, que la une con el punto A, es œ. Dar una respues- 
ta a lo siguiente: 


a) Con respecto al punto A: 
(1) ¿Cuál es la energía cinética de la partícula? 
(2) ¿Cuál es la magnitud de la cantidad de movimiento lineal? 
(3) ¿Cuál es la magnitud de la cantidad de movimiento angular? - 
(4) ¿La cantidad de movimiento lineal es constante? 
(5) ¿La cantidad de movimiento angular es constante? 
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b) Con respecto al origen: 
(1) ¿Cuál es la energía cinética de la partícula? 
(2) ¿La cantidad de movimiento angular es constante? 
(3) Si su respuesta en la parte (2) es Sí, ¿cuál es este valor cons- 
tante? 
(4) Si su respuesta en la parte (2) es No, dé los valores máximo y 
mínimo de la cantidad de movimiento angular, 


Fig. P-4.28 


4.29. Un péndulo simple se suelta desde el reposo en Y == 30” y choca plás- 


 ticamente (e = 0) con otro péndulo que está suspendido verticalmente quieto. 


Inmediatamente después del choque hallar paia el sistema lo siguiente: 


a) p. 
b) Ho. 
e) T. 


d) T (la tensión en cada cable). 


Hallar también la altura máxima A alcanzada por las partículas y las tensio- 
nes T” de los cables en esa posición. 


Fig. P-4.29 
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4.30. Cada una de cuatro partículas de masa m está unida a un aro de masa 
despreciable que está en libertad de moverse sobre el plano horizontal liso xy. 
Para este sistema de partículas, hallar: 


a) Las coordenadas del punto del sistema que tiene aceleración cero 
en el instante en que se aplica F = F (sen q 1 + cos q 7). 

b) La posición angular œ del aro como una función del tiempo si 
F se mantiene a un ángulo fijo con el aro. Tomar $9 = ¿ = 0 
para ¿ = 0, 

c) La trayectoria del centro de masa del sistema si F = Fi glo “+ Fijo 


es una fuerza constante. Para t = 0,7, = To = 0, 


Yo, y 


Xos X 


(0) >0 


Fig. P-4.30 
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4.31. Dos partículas, cada una de masa m, se deslizan con una rapidez constante 
v relativa al cono, a lo largo de dos generatrices de éste. Si se hace girar el cono 


a una velocidad angular constante wk y solamente se considera la masa de las 
partículas, hallar el momento Mk necesario para hacer girar el cono como una 
función del tiempo. En ¿ = O las partículas parten desde el vértice. 


Fig. P-4.31 


4.32. Dos partículas de masa m, y m, están unidas por una cuerda inexten- 
sible de peso despreciable y de longitud /. Las dos partículas se mueven bajo 
la acción de la gravedad, en tal forma que la cuerda siempre está sometida 
a una fuerza de tensión. Demostrar que la velocidad angular « de la cuerda 
es una constante y hallar la tensión en la cuerda como una función de m,, m,, 
l Y w 
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4.33. Una masa m se mueve sobre una trayectoria horizontal de radio ro core 


una rapidez vo. Mediante la fuerza F el radio de la trayectoria se reduce a r- 
Hallar: 


a) La nueva velocidad de m. 
b) El trabajo efectuado por F. 


Fig. P-4.33 


4,34, El sistema de cuatro partículas y varillas ligeras está inicialmente en re- 
poso en el plano horizontal xy y puede girar libremente alrededor de un pivo- 
te en O, Las otras dos masas giran libremente en torno al eje z con velocidad 
angular ek y llegan a caer en O, 


a) Hallar la velocidad angular resultante de las barras cruzadas. 
b) Calcular el porcentaje de pérdida de energía cinética. 


Fig. P-4 34 
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4.35, Cuatro masas m situadas en un dispositivo de barras en cruz de peso des- 
preciable giran en un plano horizontal con velocidad angular ok alrededor de 
un punto fijo O. Una masa 2m con una velocidad Y = 2 fo] tiene un choque 
plástico con una de las masas m en la posición que se muestra. Para este sis- 
tema de cinco partículas, calcular para el choque (e = 0), en la posición in- 
dicada, lo siguiente: 


b) AT. 
c) Ap. 


Fig. P-4.35 


4.36. Resolver el problema 4.35 si el punto O no está fijo y el movimiento 
tiene lugar sobre un plano horizontal liso. 
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4.37. Un tubo helicoidal de radio R está sostenido de tal manera que puede 
girar libremente alrededor del eje vertical z. Agua de densidad p fluye por el 
tubo y sale con una velocidad v relativa al mismo. El tubo tiene un área A de 
sección transversal y forma un ángulo constante œ con el plano horizontal. Ha- 
llar la velocidad angular del tubo, 


Fig. P-4.37 


4.38, Dos partículas tienen las posiciones y velocidades que se indican. Para 
este sistema hallar lo siguiente: 


a) Žo 
b) Ho. 
c) Ho. 
d) T. 


e) La energía cinética relativa al centro de masa. 


A 
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Fig. P-4.38 


4.39. Tres partículas idénticas cada una de masa m están unidas por barras 
rígidas de peso despreciable y de longitud l. Si la partícula de la derecha tiene 
una velocidad constante v}, hallar: 


a) Fo. 
b) T. 
c) P. 
d) Ho. 


e 


Fig. P-4,39 


4.40. Hallar la energía cinética del cable del problema 4.10 como una fun- 
ción de 6. 
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4.41. Una barra delgada de longitud | y masa M adquiere una velocidad an- 
gular wk. Hallar H, y T integrando sobre toda la longitud de la barra. 


Fig. P-4.41 


4.42. El aro que se muestra tiene una velocidad angular w; alrededor de su 
propio eje y al mismo tiempo gira alrededor del eje y con velocidad angu- 
lar «y Los ejes están fijos al aro. Analizar el aro como un sistema de par- 
tículas y deducir una expresión para la energía cinética T y la cantidad de 
movimiento angular Ho del aro en términos de M, r, oy y og 


Fig. P-4.42 


DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 277 


4.43. La barra delgada de masa M, longitud 1 y centrada con un pasador en 


el origen, gira alrededor del eje x con velocidad angular constante 4. Al mismo 


tiempo la barra gira en torno al eje Z, con velocidad angular constante œ. El 
sistema xyz está fijo a la barra y el eje x se mueve en el plano XoYo. Hallar 
la componente del momento M, Resolver el problema tratando la barra como 
un sistema de partículas. Nótese que la velocidad angular de la barra es 


o = 01 + ¿sen O] + ¿cos Gk. 


æ= Y, 


Fig. P-4.43 


4.44. Un aro de masa total M y radio a tiene un pasador en un punto de su 
circunferencia y se encuentra en un plano vertical. Cuando el aro se suelta des- 


de el reposo, hallar w. Trátese como un sistema de partículas. 


y 


ie 
& 


Fig. P-4.44 
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4.45. Dos partículas de masa m están unidas a un aro de masa despreciable. 
Si el aro se mueve sin deslizamiento sobre el plano horizontal, hallar la acele- 
ración del centro de masa cuando el aro se suelta desde el reposo en la posi- 
ción que se muestra. ¿Cuál es el coeficiente de rozamiento mínimo necesario 
para evitar el deslizamiento? 


Fig. P-4,45 


Dinámica de los 


cuerpos rígidos 


5.1 Introduccion. En el capítulo 4 se vieron los fundamentos para el 
análisis dinámico de los sistemas de partículas. Ahora se aplicarán esos 
fundamentos al estudio del movimiento general de un cuerpo rígido 
como ejemplo específico de un sistema de partículas, que están rígi- 
damente fijas una con relación a otra. Tal cuerpo se puede observar 
como una distribución continua de materia que se subdivide en pe- 
queños elementos arbitrarios de volumen dr, que son las partículas del 
sistema. 

- La posición de un cuerpo rígido en completa libertad de moverse en 
el espacio de tres dimensiones se puede definir univocamente mediante 
seis coordenadas independientes. Consideremos el siguiente método para 
fijar la posición de un cuerpo rígido. Se localiza un punto del cuerpo 
por sus tres coordenadas. En seguida, se da la dirección de una recta en 
el cuerpo, que pasa por el punto, mediante sus tres cosenos directores. 
Sin embargo, solamente dos de éstos son independientes. Finalmente, se 
localiza la posición de un plano en el cuerpo que contiene a la recta, 
mediante un ángulo que se mide desde un plano de referencia fijo. Así 
pues, estas seis cantidades sirven para fijar la posición de cada partícula 
del cuerpo rígido. Por cada coordenada independiente que se requiere 
para fijar la posición de un sistema de partículas, diremos que el siste- 
ma tiene un grado de libertad. Por lo tanto, un cuerpo rígido sin nin- 
guna restricción tiene seis grados de libertad. 

El movimiento general de un cuerpo rígido queda definido por seis 
ecuaciones diferenciales escalares (o dos vectoriales) que corresponden 
a los seis grados de libertad, tres grados lineales y tres angulares (o de 
rotación). Sin embargo, por lo que toca a las ecuaciones lineales, ya he- 
mos visto que el movimiento del centro de masa de cualquier sistema 
de partículas incluyendo un cuerpo rígido es idéntico al de una sola 
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partícula con masa igual a la del cuerpo rígido y sujeta a las mismas 
fuerzas externas, En forma de ecuación podemos escribir 


MP. = F. (5.1) 


Las tres ecuaciones escalares (o una sola ecuación vectorial) que 
describen el movimiento angular de un cuerpo rígido necesitan ser dis- 
cutidas y desarrolladas en detalle. Estas ecuaciones se obtienen de la con- 


sideración del momento de la cantidad de movimiento de un cuerpo 
rígido. 


5.2 El momento de la cantidad de movimiento de un cuerpo rígido. 
En esta sección calcularemos la cantidad de movimiento angular H’ para 
un cuerpo rígido con respecto a un origen arbitrario O”. Para este sistema 
de partículas los vectores de posición fp, son de magnitud constante, 
Situaremos en O” un sistema móvil de coordenadas xyz y para nues- 
tras consideraciones, fijo en el cuerpo. Los ejes x, y, z y el cuerpo giran 
con velocidad angular & = og + oy) + ezk con relación al sistema iner- 
cial primario X¿Y,¿Zo. 
- El elemento de volumen dr de la ¿-ésima partícula se localiza en el 
sistema xyz mediante su vector de posición 


pi = xi + yj + zk. 


La ecuación angular general para un sistema de partículas es 


Zed as 
po X MR +2 y 5 mija = M. (5.2) 


Fig. 5.1 
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a > e è o p 
Si ahora exigimos que O” satisfaga una de las condiciones (sección 
4.6) que hace que el primer término del primer miembro de esta ecua- 
ción sea cero, entonces la ecuación 5.2 toma la forma 


ca eN d =; TA 


En el caso de una distribución continua de materia, m; se sustituye por 
pdr = dm, ps = p, y la suma se transforma en una integral, Entonces 
tenemos 


j Gx 5) de = Hr. (54) 


Para un cuerpo rígido las distancias entre las partículas no cambian 
y los vectores $ son de magnitud constante, Entonces la velocidad de dm 
relativa a O” llega a ser = ú X p. La introducción de esta suposición 
de cuerpo rígido, en la ecuación 5.4, hace que se tenga 


I. px (Gx p)]dm = E. (5.5) 


El triple producto vectorial que aparece en la integración se puede des- 
arrollar directamente por la regla del factor medio. Haciendo esto H” se 
puede escribir 


Pa p)o — (p'o) p] dm 


SAA 1d +9 +2) (031 + oy] + ok) 
— (xos + Yoy + 202) (41 + Y] + zk)] dm 


Finalmente, las componentes cartesianas de H” son 


H == 2 1 »2 PA f EER sf d A 
z 0, (y + 2) dm — oy cid o Fi m 
Er = "0s $, xy dm + oy $ (x? + z?) dm -— 07 Í, yz dm, (5.6) 


Hi, | 


- se Á 


zx dm — oy f yz dm + we J (x2 4+ y”) dm. 
A 


Las componentes de la velocidad angular quedan fuera de los signos de 
integración, puesto que son las mismas para todo elemento de masa del 
cuerpo y por ende son constantes para las integraciones. Estas integrales 
que aparecen en las ecuaciones 5.6 están definidas con respecto a los ejes 
xyz, son constantes geométricas del cuerpo rígido determinadas solamen- 
te por la forma del cuerpo y la distribución de masa. Si no hubiéramos 
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fijado rígidamente en el cuerpo el sistema móvil de coordenadas, estas 
integrales no serían constantes excepto para el caso especial donde un 
cuerpo gira alrededor de un eje de revolución. Es posible tener un sistema 
de coordenadas xyz girando con una velocidad angular diferente a la 
del cuerpo rígido, pero en general es más conveniente fijar el sistema 
xyz en el cuerpo, 

Introduciendo la siguiente notación para las integrales que aparecen 
en las ecuaciones 5.6, las componentes de la cantidad de movimiento se 
pueden escribir en una forma más concisa, 

Haciendo 


$, (Y + 22) dm = Isr, ete. 


e xy dm = Igy, etc. 


Las ecuaciones 5.6 toman la forma 


H, = I osog pra yy (pissi Leguz 

E 
A, SS gyOg + Liy Wy m dygg ` (5.7) 
q” == ——L zqtop — yzy + Les. 


Una disposición de nueve términos tales como los que aparecen en 
el segundo miembro de las ecuaciones 5.7 recibe el nombre de matriz o 
tensor. El tensor particular que da H” para un cuerpo rígido se llama 
el tensor del momento de la cantidad de movimiento o simplemente ten- 
sor de inercia. Los términos ss, [yy e Iss se llaman momentos de inercia 
y los términos Tsy, Iye e Iss se llaman productos de inercia, 

Hs, Hy y Hy explícitamente expuestos en las ecuaciones 5.7 son las 
componentes escalares del vector momento angular H”; de ahí que 


Pl cr 
e 


H' = Hi + Bj + HE (5.8) 


La ecuación general para la rotación de un cuerpo rígido (ecuación 


5.3) es 


E A TE Shs sh di , d} , dk 
M =p) Ait GA RA + A (59) 


Recordando que 


do _ a a 2 
Ti = o X 1= 02] — wyk, 
dj a z z 
T= 5X] = ok — wd, 
dk > E z 
u” X k= Dyl — 07] 


LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS 283 
y de la ecuación 5.7 
H Sen Toros sony Í syy garek Legiz, 


- ? a ° r 
H, Te e 2yOp «| Lyy oy — Iyzðz, 


H’, = —L gis — ya + Lagos 
La ecuación 5.9 toma la forma 
W = (H — oH, + o Hyi + (E —o H, + 0,87) 
+ (H — o H +o H yk. (5.10) 


La ecuación de movimiento del centro de masa es 


F = Mé. = M (ža +53 + Zok), (5.11) 
donde F, es un vector de posición que va del origen de un sistema iner- 
cial primario al centro de masa de un cuerpo rígido. 

La ecuación 5.10 junto con la ecuación 5.11 dan las seis ecuaciones 
escalares que describen el movimiento de cualquier cuerpo rígido, 

Es importante hacer notar que en la ecuación 5.10, oz, oy, uz están 
referidas al sistema móvil de coordenadas xyz y debe tomarse especial 
cuidado al relacionar % con algunas direcciones fijas si las soluciones de 
esta ecuación han de dar ángulos, que definen la orientación del cuerpo 
rígido en el espacio. 

Antes de poder aplicar eficazmente estas ecuaciones en el análisis del 
movimiento de un cuerpo rígido, será necesario discutir brevemente la 
determinación de los momentos y productos de inercia. 


5.3 Cálculo de los momentos y productos de inercia. Los momentos 
y productos de inercia de un cuerpo rígido deben ser conocidos antes que 
pueda describirse el movimiento angular, Con referencia a la figura 5.2, 


Cuerpo rigido 


Fig. 5.2 
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las siguientes integrales definen los momentos de inercia de un cuerpo 
rígido con respecto a los tres ejes de coordenadas x, y, z: 


Lag = IN (y? + 2) dm, 
Drs f, (2 + x°) dm, (5.12) 


Iez. = il (x + ya) dm. 
Á 


En cada integral el término contenido en los paréntesis representa el cua- 
drado de la distancia perpendicular desde el eje bajo consideración al ele- 
mento de masa. Esto es, (y? + 2?) es el cuadrado de la distancia del 
elemento de masa dm al eje x. En algunas ocasiones los momentos de 
inercia se escriben en la forma fs = Mk, etc., donde M es la masa 
total del cuerpo y la cantidad k, se llama radio de giro del cuerpo con 
respecto al eje x. 

Los productos de inercia están definidos por las siguientes integrales: 


Izy = E xy dm = lys 
Eye E f yz dm = Íy, (5.13) 
A 


Log = y zx dm = lyg. 
A 


Los momentos de inercia siempre serán positivos a causa de los cua- 
drados de las distancias que contienen. Sin embargo, los productos de 
inercia pueden ser positivos, negativos o cero. Esto se puede ver obser- 
vando las integrales en las ecuaciones 5.13. En el caso de un cuerpo ri- 
gido que tiene dos planos de simetría perpendiculares, los productos de 
inercia serán cero si dos de los planos coordenados coinciden con los pla- 
nos de simetría. Por ejemplo, en la figura 5.3 se ve que para el elemento 
de masa dm situado en el punto xı, y,, existe un elemento correspon- 
diente de igual masa situado en xa, yı donde x2 = —x,. Por lo tanto, 


Xy dm + xoy, dm =Q 


In= f daet 
7 %9 dm 


por idénticos argumentos se demostrará que Iss = L,¿ = 0. 
Cuando se conocen los momentos y productos de inercia con relación 
a un sistema de ejes, rápidamente se pueden determinar con respecto a 
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Fig. 5.3 


otro sistema de ejes paralelos por medio de una fórmula de traslación. 
Esta fórmula se simplifica considerablemente, si uno de los ejes pasa por 
el centro de masa. Por consiguiente, deduciremos la fórmula de trasla- 
ción para ejes paralelos uno de los cuales pasa por el centro de masa 
del cuerpo. Si consideramos el momento de inercia del cuerpo rígido de 
la figura 5.4, con respecto al eje y, tenemos 


Iy = f i + x)? + (ze + 2)] dm, 
donde 


pe = Xa + Vej + Zek 


t xi t yj zk. 


o 
ii 


z 


Fig. 5.4 
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A kya J dm + f (2 + 22) dm 
Á A 


n 2xo | xdm Faz $, im. 


Las dos últimas integrales valen cero puesto que el origen del sistema de 
coordenadas x y z_ está en el centro de masa del cuerpo rígido, esto es, y 

œ C e e 
pasa por el centro de masa. Observamos que a? + z? es el cuadrado de 
la distancia perpendicular pS del eje y al origen de los ejes x yz. De 
ahí que la primera integral es simplemente 


(xe? -+ Y?) J dm = Mpy’. 


La segunda integral es el momento de inercia con respecto al eje Ye es 
decir, 


f, (1? + z”) = Tyge 


De manera que 
Iw = lyy, + Mpp. (5.14) 


Debe recordarse que pueden hacerse traslaciones entre ejes que son 
paralelos mediante la ecuación 5.14 solamente si un eje pasa por el cen- 
tro de masa del cuerpo; no obstante, se puede usar la fórmula de tras- 
lación en dos pasos sucesivos para hacer el traslado de un eje a cualquier 
eje paralelo, usando un eje paralelo a los dos que pasa por el centro de 
masa como paso intermedio. 

Una fórmula similar se cumple para la traslación de los productos 
de inercia. 


Lay = Loy, + Mxyo, (5.15) 


donde xe y y. son componentes de pe (ver la F lg. 5.4) y nuevamente los 
ejes xoyoze son paralelos al sistema xyz y el origen C está en el centro de 
masa del cuerpo rígido. 

El cálculo real de los momentos y productos de inercia se puede lle- 
var a cabo por dos métodos. Primero, utilizando las definiciones y efec- 
tuando las integraciones necesarias, Segundo, dividiendo el cuerpo en 
subsistemas, esto es, formas geométricas más simples para las cuales se 
conocen los momentos y los productos de inercia o se hallan en las tablas 
(ver apéndice A). Después, usando la fórmula de traslación y sumando 
pòr separado los valores, se obtienen los resultados que se desean. 

En forma de ecuación 


Los = Y Ura) + DM) (5.16) 
j j 
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ley = 2 (Isan); + Y Milko) ie); (5.17) 
j j 


donde la suma se extiende a todas las formas geométricas en que se ha 


dividido el cuerpo rígido, 


Ejemplo 5.1. Calcular el momento de inercia Taz y el producto de inercia Isy 
para un paralelepipedo rectangular. Por integración directa tenemos 


ON (+? + y?) dm, 
= ff fÉ pO + y» ax dy az, 
= pa f p 5 + ya) dy dz 
-Ee 


Iag = p (a? + b?). 


Puesto que 


plabc) = M, 


2 2 
l= M (55) : 


Fig. 5.5 
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El producto de inercia es 


Lay = p S" f Jery de dy dz, 


i 
Ho 
er] a 
18 
> 
DS 
Se 

e 


Ejemplo 5.2, Consideremos ahora un cuerpo rígido donde se puede hallar el 
momento de inercia sumando los momentos de inercia de las formas geomé- 
tricas elementales que constituyen el cuerpo rígido. La rueda de la figura 5.6 
consiste de una llanta delgada con diámetro de 75 cm y peso de 12 kg, su espe- 
sor es despreciable; un tambor cilíndrico de 12.5 cm de diámetro y con peso 
de 6 kg y cuatro rayos que pesan 3 kg cada uno. Para hallar f,, en esta rueda 
es conveniente usar una tabla (como la tabla 5.1) donde se tabulan el mo- 
mento de inercia La, y el término de traslación Mp,? para cada elemento a 
fin de facilitar los cálculos. 


En la descripción del movimiento del cuerpo rígido las ecuaciones 
angulares se simplifican enormemente si se elige un sistema de ejes (ejes 
principales) para los cuales los productos de inercia son cero. Afortuna- 
damente, siempre existe tal sistema de ejes. Un teorema muy importante 
llamado el teorema de los ejes principales establece: En cualquier punto 
de un cuerpo rígido es posible hallar un sistema de ejes rectangulares de 
coordenadas tal que los productos de inercia sean cero y solamente exis- 
tan los tres momentos de inercia. Estos valores de los momentos de iner- 
cia se llaman “momentos principales de inercia” con relación a los ejes 


y 


Fig. 5.6 


TABLA 5.1 


Iaz 


Mp? 


Parte 


0.16 


0.0012 


) (0.0625)? = 0.0012 


Tambor 
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5) (0.2187)? = 0.059 0.069 


eL 
9, 


=g0 ® ( 


) (0.3125)? 


Js 


0.1712 


` M; (p2); = 0.059 


Y a)i 


Tsz = 0.2302 kg-m/seg? 
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principales, Queda más allá de la finalidad de este libro demostrar este 
teorema o presentar el método de hallar los ejes principales para un 
cuerpo rígido arbitrario.” Sin embargo, según se estableció previamen- 
te, para cualquier cuerpo rígido que tiene dos planos de simetría perpen- 
diculares, se puede determinar por observación un sistema de ejes prin- 
cipales, es decir, haciendo que dos de los planos de coordenadas coincidan 
con los planos de simetría. El resto de este capítulo está destinado al 
movimiento de ciertos cuerpos rígidos que tienen dos planos de simetría 
perpendiculares y, consecuentemente, los ejes principales se pueden elegir 
por observación. 


3.4 Traslación de un cuerpo rigido. El tipo más simple de movimiento 
de un cuerpo rígido es en el que cada partícula del cuerpo tiene el mis- 


mo desplazamiento y por ende la misma velocidad y aceleración, O de 
otra manera, la traslación es el movimiento para el que 6 = 0. Entonces 


las ecuaciones de movimiento tienen esta forma sencilla 
F = M(Hd +53 + 20), (5.18) 
TFP > pe PE a f 
M = Mit M3 + Mk =0. (5.19) 
En la ecuación 5.18 los ejes coordenados generalmente se pueden ele- 
gir de manera que una o dos de las componentes de la aceleración sean 
cero. La ecuación 5.19 se debe tomar con respecto a un punto O” situa- 


do en tal forma que el término pe X MR de la ecuación 4.30 sea cero. 
El único punto que satisface este requisito es el centro de masa. Esta 
ecuación da la información sobre las fuerzas de reacción necesarias para 
mantener un cuerpo rígido en traslación. 


El término pe X MR puede conservarse, entonces la ecuación de mo- 
mentos para la traslación es 


De X MR = W. (5.20) 


La ventaja de usar esta ecuación es que ahora se puede tomar como O” 
cualquier punto conveniente, De esta manera se pueden eliminar de nues- 
tra consideración las fuerzas concurrentes desconocidas, evitando las ecua- 
ciones simultáneas. En principio ninguna ventaja se gana si se conserva 
este término. 


1 Housner and Hudson, Applied Mechanics, Dynamics, Van Nostrand, 1950, 
págs. 154-159, 

2 McCuskey, Introduction to Advanced Dynamics, Addison-Wesley, 1957, págs. 
113-119, 
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nc ¿Y 


Meg Meg 


(b) (c) 


Fig. 5.7 


Ejemplo 5.3, Determinar la fuerza P necesaria para mantener el cilindro en 
una posición fija con relación a la cuña. El coeficiente de rozamiento entre el 
cilindro y la cuña es f y entre la cuña y el plano horizontal es pe 

Las ecuaciones de movimiento para el cilindro son 


Frk = 0, 
o sea 
F =0, 
y ¡e Éd pni yo tau 
N (sen a 2 + cosa 7) — Meg] = Meži. 
Esto da . 
N = ME 
cosa 
y 


Xx = g tanga. 
De la figura 5.7c podemos escribir 
(P—N1)1 + (Ni — Mog — Meg)] = (Mo + Mo) g tangai, 


de la cual 


P = (Me + Mo) (u + tanga) g. 


Ejemplo 5.4. El ángulo uniforme de hierro ABC tiene una masa M. Está ar- 
ticulado en D y sostenido por un cable en E. Si el cable tiene una fuerza de 
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Fig. 5.8 


ruptura T, hallar la aceleración mínima Z = aj + a,j necesaria para romper 
el cable. Ver la Fig. 5.8, 
El centro de masa se localiza con 


jay 
ea (M2) (608) + (M/2) (60) 505, 00 
M, M a 


Para el movimiento del centro de masa tenemos 


F = M? 
Dai + (Dy + T— Mg)j = M (añ + aĵ), 
D; = Mas, (a) 
D, + T — Mg = May. (b) 
La ecuación angular 
da M =P 
90Tk — 30D¿k — 30D,k = 0. (c) 


Sustituyendo las ecuaciones a y b en la ecuación c, obtenemos 
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lg + ly = MT 2. 


Ahora no es posible resolver a, y a, independientemente. Ásí que supondremos 
que a, = Aa, donde à es un parámetro escalar. Entonces 


1 2 14T 2 
2. 2 y 2 a p A? pa 2 A 
AL 25) E e] 


Para hallar el valor de A que hará que la aceleración sea mínima, calculamos 


dali [in + aa 4973 +11 + aea) = 0. 


Resolviendo para À, se tiene 


A = 1. 


Entonces la aceleración minima es 


O 5 z P 
ā = (7 e) (307 + 307). 


Ejemplo 5.5. Determinar todas las fuerzas desconocidas que actúan sobre la 
barra lateral de una locomotora. El centro de masa de la barra está situado 
como se indica y ambos extremos están unidos mediante pasadores lisos. Las 
ruedas tienen una velocidad angular —ek rad/seg y una aceleración angular 


-—k rad/seg/seg y ruedan sin deslizar. Ver figura 5.9. 

La barra lateral tiene el movimiento de traslación curvilínea. La acelera- 
ción del pasador en A se puede determinar mediante la ecuación de movimien- 
to relativo. 


Mg 


(b) 
Fig. 5.9 
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E=R+axp+rox (exp, 


E, = ai —ók X b(sen 01 + cos 93) — 


ok X [—ok X b (sen 91 + cos 07), l 


Fa = (aù + bò cos 0 — ba? sen 9)1 + (—bó sen 0 — ba? cos 0) 7. 


Así que la ecuación lineal para la barra toma la forma 
(As + Be) + (A, + By — Mg)j = M[(ao + búcosd — ba? send )1 
+ (—bú sen 6 — bu? cos 9 ) 7]. 


Sustituyendo en la ecuación de momentos ( 3.20), con respecto al punto A, 
se tiene 


ci x M[(ao + bò cos 9 — ba? sen 0)7 + (—bú sen 0 — bu? cos 9)3 
= cd Xx —Mgj + EX By. 


Esta ecuación da directamente By como 


By = YE lg—b(èsen $ + 0? cos 9) ]. 


Ahora se puede resolver la ecuación lineal para Ap 


ran Md lg — b(ósen Oda cos]. 


Todas las ecuaciones independientes de la dinámica del cuerpo rígido han 
sido escritas, El problema está indeterminado en las reacciones horizontales 
As y Be A falta de otra información adicional sobre este problema podría 
suponerse que A; = By 

Entonces 


IG 


As = B; = 7 [aò + b (ó cos 9 — w? sen 0) ] 


5.5 Movimiento plano de un cuerpo rigido. En el movimiento plano 
de un cuerpo rígido, cada elemento del cuerpo se mueve paralelamente 
a algún plano de referencia que está fijo en un sistema inercial primario, 

Sin embargo, esta restricción sobre el movimiento simplifica conside- 
rablemente las ecuaciones generales de movimiento. Consideremos el 
cuerpo rígido de la figura 5.10 que está restringido de tal manera que 
todos sus elementos se mueven en un plano paralelo al plano XoYo. 

En un punto arbitrario O” del cuerpo rígido fijamos un sistema mó- 
vil de coordenadas xyz de manera que el plano xy sea paralelo al plano 


XoY y el ángulo q define el ángulo entre el eje x y la dirección fija del 
eje Xo. 
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Yo 


Fig. 5.10 


Antes de establecer las ecuaciones de movimiento para este caso espe- 
cial, a partir de las ecuaciones generales (5.10, 5.11), se pueden hacer 
las siguientes observaciones: 

l. e = Xa + ej cuando že es cero para el movimiento en un plano 
paralelo a XoYo. Obviamente, ¥e y Ye, son las componentes de la acelera- 
ción absoluta del centro de masa. Aquí, se escribió 7. en términos de los 
vectores unitarios del sistema móvil de coordenadas por conveniencia. 


2. R = Xalo + Yojo cuando Zo es cero para el movimiento en un 


plano paralelo a XoYo. 


3. La velocidad angular del cuerpo rígido es 3 = w¿k = ¿k, debido 
a que la cinemática requiere que el plano xy permanezca paralelo al 
plano X.Y» y de ahí que el cuerpo solamente tiene una componente de 
velocidad angular normal al plano xy. 

De la ecuación general de movimiento (5.11) las ecuaciones escalares 
de movimiento para el centro de masa, en este caso especial, son 


F; = Mže, 
F, = Mie (5.21) 
F¿=0 


EA 


y las ecuaciones angulares de movimiento (5.10) llegan a ser 
Me == O erz + Tyro” = —L eq F Lg, 
My = —“ yebe — Logs” = ~I yop — Lap”, (5.22) 


Me == Loc = Tep. 
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Es importante recordar que los momentos Ms, My y Me están refe- 
ridos al sistema móvil de coordenadas xyz. Si los ejes xyz no son ejes prin- 
cipales, es decir, zs $4 0 e Lys 2 0, entonces los momentos con respecto 
a los ejes x y y deben existir, así que estaremos en el caso de un movi- 
miento plano. 

Si existen restricciones adicionales (por ejemplo, una rueda rodando 
a lo largo del eje X, sin deslizar) las aceleraciones lineal y angular estarán 
relacionadas, Estas relaciones se obtienen de la ecuación general de la 
cinemática de un cuerpo rígido 


P, = R + wX pe tw x (o X pe). (5.23) 
De manera que, la solución de un problema de movimiento plano se ob- 
tiene si se satisfacen simultáneamente las ecuaciones 5.21, 5.22 y 5.23. 


Ejemplo 5.6. Un cilindro homogéneo de masa M y radio a rueda sin deslizar 
hacia abajo de un plano inclinado. Hallar la velocidad angular del cilindro 
después de haber efectuado dos revoluciones y el mínimo coeficiente de roza- 
miento yu necesario para evitar el deslizamiento. 


Yo 


(0) 
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Las ecuaciones lineales aplicadas al diagrama de cuerpo libre de la figura 
5.115, dan 
Fs + Mg sena = Mxo, (a) 


N — Mg cosa = 0. (b) 


Debido a que solamente el momento de inercia I,, no vale cero, la única 
ecuación de momentos que tiene significado es la que se toma respecto al eje z 
que pasa por C, 


1 
aF; = g Mato. (c) 
En este punto tenemos cuatro incógnitas, F; N, ¥e y & pero solamente 


tres ecuaciones. Sin embargo, para una rueda que está rodando sin deslizar con- 
tamos con la relación cinemática 


Te = öko x dlo 
ETE (d) 


Resolviendo las ecuaciones a, b, c y d, simultáneamente, tenemos 
, i . 
F; = — e sen «e, 
N = Mgcosa, 


Fe = g g Sen a, 


2 
o = 5 sen a 
El valor límite de p es 
| F; |__ tanga 
IN 6 
Para hallar la velocidad angular después de dos revoluciones usamos 
dedo w» du 
°= dp de do” 
w bere 
$, o do = f — E sen a di, 
o Brg 
F Be sen a, 
a Sis 
o= —4| 58 sen a ko 
3a 


En vista de que el punto de contacto Á tiene una aceleración dirigida hacia el 
centro geométrico de la rueda, que en este caso también es el centro de masa, 
el punto A podría haberse utilizado como O” (condición 3 de la sección 4.6). 
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Esta ecuación elimina F; y da directamente ġ. Por tanto 


—M ga sen a = ¿Mats, 
pu E 
ò = — zy Sen a. 


Ejemplo 5.7. El cilindro de masa m rueda sin deslizar sobre un prisma de 

masa M. El coeficiente de rozamiento sobre el plano horizontal es cero. Hallar 

la aceleración del prisma y la fuerza normal entre m y M. Ver figura 5.12. 
Para el prisma, 


F = MR, 


—N sen a — Fy cos e = MX yu. 
Para el cilindro, 


x 


(b) (c) 


Fig. 5.12 
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Fä + Nj— mgh = m[X gto + ai] = m[X yo + òk x bJ 
oO sea 


Fa + Nj—mg(—senai + cosa) = m[X y (cos ar 1 + sena 3) — bòt]. 


ES 
La ecuación de cinemática ya ha sido incorporada en la expresión para f,- 
También, 


M e = H Cs 
—b] x Fi = 3 mbok. 
Las cuatro ecuaciones escalares que deben resolverse simultáneamente para 

las cuatro incógnitas N, Xx w Fs y ò son 

—N sen g — Fy cosa = MXun, 

E; + mg sena = m[Xy cos æ — bal, 
N — mg cosa = mX y sen g, 
bF; = T 

La solución de estas ecuaciones da 


da mg sen 2a 
i m(1 + 2senta) + 3M 


_ mgcosa(m + 3M) 
—m(1 + 2senta) + 3M 
Nótese que si el numerador y el denominador de la expresión para N se divi- 


den entre M y se hace que M tienda al infinito, N se aproxima a mg cos q, 
que es la expresión para N en el problema anterior. 


Ejemplo 5.8. Un disco de masa despreciable rueda sin deslizar sobre un plano 
inclinado. Dos partículas, cada una de masa m, como se puede ver están uni- 
das a la periferia del disco. Ambas están situadas a una distancia b del plano 
del disco, pero una a cada lado. Si el sistema está restringido de tal manera 
que el disco tiene movimiento plano, determinar los momentos que actúan so- 


bre el disco. Cuando t = 0, $ 0 50, 


Con respecto al sistema de coordenadas xyz fijo en el disco, los momentos 
y productos de inercia son 


Iss = 2ma°, Ley = Q; 
Ip = 2mb?, Ip = 2mab; 
Loy = 2ma@, Lo =0. 

Las ecuaciones de momentos (5.22) llegan a ser 


M, = 2mabo., i (a) 
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Para la ecuación lineal tenemos 


F; + 2mg sen a =—2M40z. (d) 
Las ecuaciones c y d dan 
E al a _ gnag 
wg = da ? wr Ja i, $ = 4a ES, 


Fig. 5.14 


Lo z 
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Entonces 
My = mbg sen a 
y 
2 2 pe 
M, = mbog senat = —2mbgéó sen a. 


Estos momentos están referidos al sistema de coordenadas xyz y por lo tan- 
to gira con el disco. Los momentos de restricción referidos al sistema X¿Y¿Z, 
son 

Mx, = Ms cos q — My sen e, 
My, = Masen + My cos q, 
donde ¿ está como antes. 

Estos son los momentos que deben ser proporcionados por la inclinación 
(digamos un carril o una guía) para hacer que el disco tenga movimiento pla- 
no. Si estos momentos de restricción no se proporcionan el disco se moverá 
balanceándose quedando fuera del plano X,Y, esto es, ey Y wy NO serán cero y 
el movimiento llega a ser mucho más complejo. 


Eje fijo de rotación. Un caso especial de movimiento plano ocurre 
cuando un cuerpo rígido está obligado a girar alrededor de un eje de di- 
rección fija. Por conveniencia tomaremos el eje de rotación coincidiendo 
con el eje z y el eje x orientado de manera que pase por el centro de masa 
del cuerpo rígido, tal como se muestra en la figura 5.14, 

El centro de masa se mueve en una trayectoria circular alrededor del 
eje z y por lo tanto su aceleración estará dada por 


Fe = —X 07% + XoW2). 
Las ecuaciones de movimiento para el centro de masa toman la forma 


Fo = —M xew = —Mxp”, 
(5.24) 


F, = Mzz = Mxop. 


Admitiendo que la ecuación de movimiento angular (5.10) previamente 
deducida, también se cumple para un origen fijo en un sistema inercial 
primario, las ecuaciones de momentos son 


Ms = ~ + Iyoz = n ib + Ig, 
Mi La Ll (5.25) 
Me == Tezðz = Lz. 


en este caso, tanto las fuerzas como los momentos están referidos al siste- 
ma móvil de coordenadas. 


Ejemplo 5.9. Una barra delgada AB de longitud y masa M se hace girar al- 
rededor de un eje vertical con una velocidad constante wk. Determinar todas las 
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(a) 


Hy que actúan sobre la barra. El apoyo en A es un pasador liso, Ver figu- 
ra 5.15. 


Para el movimiento del centro de masa 


E x 5 (sen aj + cos E) | . (a) 


E único producto de inercia no nulo es Ije Entonces las ecuaciones de momen- 
os son 


M, = Iyo”, 
My = 0, (b) 
M; = 0. 

Yer ; 


Fig. 5.16 
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Se puede determinar I} por integración directa. 


l 2 
Lis = $ ye dm = Í (r sen æ) (r cosa) Mdr = KE en 2a. 


Sustituyendo en la ecuación b, tenemos 


a + TI cosa =E sen La w”. 


2 


Esta ecuación da 


T = ba + Ml E 


2 3 


De la ecuación a 


Az = Mg 


Ay = Tel hui = Caas a 


2 2 6 


Estas fuerzas giran con la barra. 


Ejemplo 5.10. Un disco circular delgado de masa M y radio a está fijo en su 
centro de masa a un eje. Como se muestra, el disco está inclinado respecto al 
eje un ángulo q. Si el conjunto gira con una velocidad angular constante wk, 
hallar las reacciones de los rodamientos sobre el eje. Ver figura 5.16. 


Ya que T, = 0, 
F=0 
Las ecuaciones de momentos.son 
Mg = Iyo’, 
My = 0, 
M: =0. 


El producto de inercia I, se puede determinar con mayor facilidad mediante 
el uso del circulo de Mohr. En vista de que el disco es esencialmente una dis- 


Iyz 


Fig. 5.17 
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tribución plana de material, se puede usar el círculo de Mohr para momentos 
y productos de inercia de áreas. 
Para los ejes principales Xes Yes Ze tenemos 


1 
Iys =- Me, 
ï -İM 2 
Ze = 9 a”, 
Iy. =a 0. 


Dibujando estos valores se obtiene el círculo de Mohr que se ve en la figura 5.17. 
Recorriendo el círculo en el sentido de las manecillas del reloj desde el punto Tao 
Lezo un ángulo 2æ, llegamos al punto cuya ordenada representa el producto de 
inercia con respecto al eje y y al eje adelantado 90°. Este es el producto de iner- 
cia buscado I,e = */a Ma? sen 2. Entonces 


Me = ¿Me sen 2a w”. 


Este par dinámico lo proporcionan las reacciones de los rodamientos en la direc- 
ción y. Estas reacciones son |R,| = |Ry| = (Ma?/8L) sen 2a w? y actúan como 
se muestra en la figura 5.18. 


5.6 Movimiento de un trompo que gira. En esta sección examinare- 
mos algunas de las características del movimiento de un cuerpo rígido si- 
métrico tal como un trompo o un giróscopo que está girando alrededor de 
un punto fijo en un sistema inercial primario X¿Y,Z,. Ver figura 5.19. 

Supondremos que no hay pares debidos al rozamiento en la punta y 
por lo tanto el único momento que actúa sobre el sistema se debe a la 
fuerza de gravedad que actúa en el centro de masa del trompo. 

Además, nos apartaremos de nuestra práctica anterior de fijar el sis- 
tema móvil de coordenadas xyz en el trompo y procederemos de la siguien- 
te manera: 


1. El eje z coincidirá con el eje longitudinal del trompo. 
2. El eje x siempre estará en el plano X¿Y.. 


Fig. 5.18 
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Lo 


Fig. 5.19 


X x 


3. El eje y completará la terna xyz. 
4, El trompo gira alrededor del eje z con rapidez angular Q con res- 


pecto al sistema xyz. 

El ángulo 9 define el ángulo con que el eje longitudinal del trompo se 
desvía de la vertical, mientras que el ángulo p se mide positivo en el 
sentido contrario a las manecillas del reloj y es el ángulo entre el eje Xo 
y el eje x en el plano XyYo. 

La velocidad angular de la terna xyz es 


Si = ogl + oy) + ozk. 
La velocidad angular del cuerpo rigido es 


r = ost + 0y] + (oz + o)k. 


Tanto 3; como & se describen en términos del sistema móvil de coor- 
denadas (xyz). Debido a que los planos coordenados xz y yz son planos 
de simetría para el trompo, los productos de inercia son nulos y el mo- 
mento angular para el cuerpo es 


H = zogi -+ yoy) + Lo (oz + 0) k, 


donde el único índice de las 7 se refiere a un momento de inercia. 
El origen de nuestro sistema móvil de coordenadas se fija en un sis- 
tema inercial primario; de ahí que 


Ë = M = melsen91, (5.26) 
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donde M es el momento de todas las fuerzas externas con respecto al 
origen O. 

Antes de derivar H con respecto al tiempo, se pueden hacer las si- 
guientes observaciones: 


1. Is = I; por la simetría del trompo. 

2. Is e Ip, que son los momentos de inercia respecto a los ejes x y y, 
no varían con el tiempo aunque el trompo gira en torno al eje z, debido 
a que el eje z es un eje de revolución. 

De lo anterior se sigue que 


H = lòd + lys] + Islo + 0)k 


di dj dk 
+ laos + Iyoy : + Ilos + 0) E (5.27) 
Recordando que 

dh. 

dE = 0 X1 

dj _- 

a XD 

dk E 

de = Dz X k, 


Entonces 


H = Lol + 1yóy] + I(r + 0)k + 01 x H =mglsen01. (5.28) 


Efectuando las operaciones indicadas y escribiendo las ecuaciones esca- 
lares, se obtiene 


Iros — Lyoywz + Looy(w0z + Q) = mgl sen b, 
zoroz + Iyoy — Lor (oz + 9) = 0, (5.29) 
— lsosoy + Lyozoy + Lalós + Q ) =0, 


Si se hubiera seguido la práctica anterior de fijar completamente el 
sistema de coordenadas xyz al cuerpo rígido, entonces se hubiera tenido 


Oi = Öb = Oml + oyk + wzk. 
Las ecuaciones escalares (5.29) serían entonces 
Dror — ljoyoz + Lzwy0z =e mgl sen 0, 
Irosoz + Iyoy ga Loros == 0, (5.29a) 


TMH gOr0y e L,0g0y + Loz = 0. 
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A las ecuaciones 5.29a con frecuencia se les llama ecuaciones de Euler 
para el movimiento del trompo. La diferencia básica entre las ecuacio- 
nes 5.29 y 5.29a es simplemente que las primeras conservan la identidad 
de la rapidez de rotación del trompo alrededor del eje z como una can- 
tidad separada, 

Para discutir el movimiento del trompo en términos de las coordena- 
das angulares 6 y $ se pueden expresar las componentes de 5; en la si- 
guiente forma: 


os =0, 
oy = ġ senó, 
wz = $ cos l. 


Ahora las ecuaciones escalares (5.29) toman la forma 
I; E (Å) -+ lod sen 0($ cos + Q) — yb? sen 0 cos  = mgl sen 0, 


1 ($ sen 0) + Iĝ cos 0—Ió(gcos0 +2) =0, (5.30) 
rË ($ cos + Q) + lọ sen Ó — Ig sen ĝ =0, 


Admitiendo que l, = Ie = 1, la última de las ecuaciones anteriores lle- 
ga a ser 


1, 5 EE 0 (5.31) 


Por lo tanto 


$ cos 9 + Q = constante = K (5.32) 


y la velocidad angular total del trompo en la dirección z permanece cons- 
tante. i 
En seguida examinaremos las implicaciones de una condición en que 


la velocidad de rotación Q en torno al eje z, y la rapidez de precesión 4 
sean ambas constantes.. 
De la ecuación 5.32, si $ y Q son constantes, entonces 


cos 9 = constante = cos 0, (5.33) 


y el trompo tiene una precesión alrededor del eje Zo con un ángulo cons- 
tante de inclinación ĝo. De la primera de las ecuaciones 5.30 se sigue 
que para esta condición 


Is —1,) cos bop? + Lg = mel. 5.34) 
y $ $ 
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Resolviendo la ecuación 5.34 para $, obtenemos 


pa A E E (5.35) 


Observamos de la ecuación 5.35 que en general hay dos valores para la 
rapidez de precesión q. Estas se denominan precesión “rápida” y “lenta”. 

Para cualquier movimiento real de este tipo $ debe ser un número 
real. De ahí que la cantidad contenida en el paréntesis rectangular de la 
ecuación 5.35 debe ser mayor de cero y para un valor dado de ĝe la ra- 
pidez de rotación debe satisfacer la desigualdad 


120? + 4mgl(I, —1,) cos 0, = 0. (5.36) 
Si hacemos 0, = 7/2 en la ecuación 5.34, entonces 
1,09 = mgl 
y solamente una rapidez de precesión existe y es 


mel 
La 


ġ = (5.37) 

La ecuación 5.37 también puede obtenerse simplemente examinando 
la derivada del vector momento angular, que debe ser igual al momento 
aplicado. En la figura 5.20 se muestra un giróscopo simple que ha sido 
idealizado como un disco pesado montado én un eje ligero, apoyado en 
el origen O. Debemos examinar la posibilidad de movimiento bajo las 
condiciones ® = constante = 7/2. Para estas condiciones 


wp = O, 
oy = 4, 
tg = O. 


La cantidad de movimiento angular llega a ser 

H = 1,6 + LOk. 
Estas componentes de la cantidad de movimiento angular se muestran 
en la figura 5.20. El momento que actúa sobre el giróscopo es mgl que, 
como se muestra, está a lo largo del eje x. Cuando € == constante = 7/2 
la única componente del momento angular que cambia con el tiempo es 
I: Qk, Además, la razón de cambio de la componente z del momento an- 
gular debe ser igual en magnitud y dirección al momento. De ahí se 
sigue que 
. A(O) l 
lim ar = mgl (5.38) 


At—>0 
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Lo Y 


Fig. 5.20 


Además, de la figura 5.20, 
A(1,¿0) = LO Ap. (5.39) 


De la sustitución de A(1,0) tomada de la 5.39, en la ecuación 5.38, se de- 


duce que 
q 2) 
l — 11,0 = mel 
sm, (2 e 


o sea 


que es el mismo resultado que se obtuvo anteriormente, 

Es interesante e importante hacer notar que el eje del giróscopo se 
mueve en ángulo recto con la dirección en que intuitivamente se espe- 
raría que se moviera bajo el momento aplicado. 

Si, por ejemplo, se tuviera una rueda de bicicleta girando alrededor 
de un eje vertical como se muestra en la figura 5.21 y se aplicara un 
momento alrededor del eje Xo, la rueda empezaría a moverse con una 
precesión respecto al eje Yo. 

Para este caso, la cantidad de movimiento angular total es 1, dirigido 
como se muestra en la figura 5.21b. El momento del par C que está diri- 
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> Y, ——»o Ye 


(b) 


Xo 


Fig. 5.21 


gido a lo largo del eje X, exige el cambio del vector momento angular 
que se muestra, que solamente puede tenerse por una rotación o prece- 
sión alrededor del eje Yo. 

Sustituyendo mgl por C en la ecuación 5.37, la velocidad de prece- 
sión q es 


Ejemplo 5.11. Un pequeño aeroplano tiene una hélice de peso W = 6 kg, 

radio de giro k, = 60 cm y gira con N = 2200 rpm en el sentido de las ma- 

necillas del reloj cuando se mira desde la cabina. Si el aeroplano se desplaza 

con una rapidez y = 150 km/h cuando da una vuelta hacia la izquierda, ha- 

llar el momento giroscópico ejercido sobre el aeroplano y determinar la direc- 

a o tiende a moverse la nariz del aeroplano. El radio de la vuelta es 
= m. 


El momento necesario para que un cuerpo que gira tenga movimiento de 
precesión, está dado por 


M = Lağ. 


En términos de los datos del problema 


W vo/(51/2:N 
M= ke E O, 
rs 2) ER) 


6 1507 (51 (27 x 2200 
a 2 33 
E Oe € (5) ( 60 ) ió 


El vector cantidad de movimiento angular apunta hacia adelante y, cuando 
el aeroplano toma la vuelta, AH es hacia la izquierda. Por tanto el vector mo- 
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mento también está dirigido hacia la izquierda. Este es el momento que ejerce 
el aeroplano sobre la hélice. La acción de la hélice sobre el aparato es opuesta 
y en consecuencia éste tiende a levantar la nariz, 


Ejemplo 5.12. Sobre una mesa giratoria horizontal, que puede dar vueltas libre- 
mente alrededor de un eje vertical, se coloca un motor con dimensiones, peso y 
posición mostradas en la figura 5.22. La velocidad angular del motor con rela- 
ción a la mesa giratoria es Q. Determinar la velocidad angular 3 de la mesa 
giratoria que se necesita para reducir a cero la reacción vertical en el roda- 
miento del apoyo interior. 

Las reacciones estáticas de los rodamientos, como se muestra en la figura 
5.22b, es igual a W/2 cada una. Para reducir a cero la reacción en el apoyo 


interior se requiere el par F] = (W/2)fj. Entonces la rotación de la mesa 
giratoria debe ser 4 = —ui de manera que AH tendrá la misma dirección que 
el par. 
La magnitud de w se determina de 
_M 
o = Lo’ 
__ (WIDL___ el 
“AL (W/gro ar” 
y 
jun E 
Or 
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Fig. 5.23 


Existirá una fuerza F, adicional en el rodamiento que es la reacción al em- 
puje. Esta se puede calcular de la ecuación lineal 


Fe zR MZe 
2  WRegl 
Fy Ger —M Ro SET mesem gA . 


Ejemplo 3.13, Resolver el ejemplo 5.10 usando las ecuaciones de Euler. En 
general estas ecuaciones toman la forma 


M, = desg + (Izz — yy) 0y02, 
M, = d yyy de Dos — 22) wW¿Og, (5,40) 
M’ E Izzoz + uy a sn) Ogy. 


En las ecuaciones 5.40 los momentos de inercia son momentos principales de 
inercia. Las componentes del momento y de la velocidad angular están referi- 
das a los ejes principales xyz fijos en el cuerpo, que en este caso se pueden 
localizar por observación. Estos se muestran en la figura 5.23. 


Ipa = Ma, Dg = O; 
1 

Ivy = Ms, wy = w SEn a, 
E 

Ia = g Ma”, wg = w COS g. 


La ecuación 5.40 llega a ser 


1 1 
Ma = (5 Ma — a me) a? sen a Cosa = ¿Me sen? a w*, 


My, =0, 
M =0,. 


y se comprueba el resultado anterior. Aquí se obtiene una ventaja notable al 
utilizar las ecuaciones de Euler y los ejes principales. 


LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS 313 


5.7 Ecuaciones generales de movimiento para un cuerpo rigido. 
Como se discutió en la sección 5.1, se requieren seis coordenadas para 
definir la posición de un cuerpo rígido en el espacio, En principio, se 
pueden obtener las seis coordenadas resolviendo las seis ecuaciones esca- 
lares de movimiento que se establecen de las dos ecuaciones vectoriales 
fundamentales de movimiento. 


MF. =F (ecuación de movimiento del centro de masa) 


=e + = > kd aa 
H = M (ecuación de movimiento de rotación). 


Nuevamente debe hacerse hincapié de que en la primera de las ecua- 
ciones anteriores F, es la aceleración del centro de masa en un sistema 
inercial primario, en tanto que en la segunda ecuación el momento angu- 
lar y los momentos se pueden expresar con relación a un sistema de coor- 
denadas unido al cuerpo rígido, cuyo origen satisface cualquiera de los 
siguientes requisitos: 


1. Está fijo en un sistema inercial primario. 

2. Tiene una aceleración que pasa por el centro de masa del cuerpo 
rígido. | 

3. Está situado en el centro de masa del cuerpo rígido. 


Generalmente es más útil fijar en el cuerpo rígido un sistema móvil de 
coordenadas que satisfaga el criterio 3 anterior y así se hará para la si- 
guiente discusión. 

Para facilidad del lector se reescribirán las seis ecuaciones escalares 
de movimiento 


Es = Mxo, 
F, = Mb, (5.41) 
Fz == MZe 


y las ecuaciones angulares de movimiento 


M, = (H — o H + o H), 


M! = (H — o, H, + o H), (5.42) 
M! = (È — o H, + o H’), 
donde | 
H 5 =I erg e AgyOy T I zez, 
H = eed pyg + Iyoy — yzzy (5.43) 


H' == E (ARTA — Í y207 + Lrxw0z 
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y 

H, = Logog a zy0y A Licda, 

B, I eem, ¿yg + yyy — Lea (5.44) 


ys a o s 
H = —L orðs — Lygby F Tazóz. 


Si los ejes x, y, z son ejes principales del cuerpo rígido, entonces las ecua- 
ciones 5.42 toman la forma 


M’ = Lagos + WyDz (Ies — Loy) 


ME == Luzioz + wsoy (yy — er)» 


2 
Las ecuaciones 5.45 se conocen como ecuaciones de Euler para el movi- 
miento de un cuerpo rígido, 

La solución de las ecuaciones 5.45 darían las velocidades angulares 
del cuerpo rígido en relación con el sistema móvil de coordenadas, pero 
no serían de gran utilidad para localizar la posición del cuerpo en el 
espacio, Por esta razón, de alguna manera se deben relacionar las velo- 
cidades angulares con ángulos entre los ejes móviles de coordenadas y 
algunas direcciones fijas en el sistema inercial primario. Una técnica para 


Zo 


Linea de nodos —7^ 


Fig. 5.24 
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relacionar de esta manera las velocidades angulares, ya se discutió en la 
sección 5.6 al tratar el movimiento de un trompo o un giróscopo. 

Otra técnica más general es mediante el uso de los ángulos de Euler, 
que ahora serán estudiados. 

En la figura 5.24 se muestra un cuerpo rígido en el espacio. El vector 
Fe localiza el centro de masa C del cuerpo rígido en el sistema inercial 
primario. 

Los ejes del sistema de coordenadas X“Y'Z' con su origen en el 
centro de masa se mueven con el cuerpo rígido, pero permanecen para- 
lelos a los ejes X¿Y Zo. Los ejes xyz están fijos en el centro de masa del 
cuerpo rígido. 

Ahora se definirán los tres ángulos de Euler: 0, y y y. 

1. El ángulo 0 es la inclinación del eje z respecto del eje Z? 

2. El ángulo q es el ángulo entre la dirección fija del eje X? y la 
intersección del plano xy con el plano X/Y’. Esta recta de intersección 
se conoce como la línea de nodos. 

3.. El ángulo y es el ángulo entre la línea de nodos y el eje x. 

Si se conocen las coordenadas Xo Y¿Zo del centro de masa del cuerpo 
rígido y los tres ángulos de Euler, entonces queda definida la posición 
del cuerpo rígido en el espacio. 


En la figura 5.24, se puede ver que las velocidades angulares 9, $ y 


y tienen las siguientes características geométricas: 
1. 0 está dirigida a lo largo de la línea de nodos. 
2. $ está dirigida a lo largo del eje Zo. 
3. y está dirigida a lo largo del eje z. 


Entonces se deduce que la velocidad angular w del cuerpo rígido está 
relacionada con los ángulos de Euler en la siguiente forma: 


ws = 0 cosy + e sen 0 sen y, 
oy = —Í sen y + ¿sen 0 cos y, (5.46) 
wz = Y + ġ cos ð. 

Siempre es posible orientar los ejes xyz a lo largo de los ejes princi- 
pales del cuerpo rígido. Esta elección de ejes simplifica considerable- 
mente las ecuaciones diferenciales resultantes; de ahí que, en general, se 
emplearán las ecuaciones 5.45. Sustituyendo en las ecuaciones 5.45 las 


relaciones 5.46, las escuaciones angulares de movimiento para el cuerpo 
rígido llegan a ser 


M? = Los (8 cos y + $ sen Oseny) + (Lee — 1 yy) (—0 sen y 
i £ 
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+ $ sen Ó cos y) ($ cos 6 + Y), 


e d . . l a 
M, = lwy (—9 sen y + q sen 0 cosy) + (Iss — Ize) (0 cos w 
+ $ sen 0 sen y) ($ cos O + Y, een 
: dE . ; . 
M, = lze (pcos +y) + (Lyy — Los) (0 cos y + $ sen 0 sen y) 


x (—4 sen y + $ sen Ó cos y). 


Ejemplo 5.14, Como se muestra en la figura 5.25, un cilindro circular recto 
de masa M está sometido a una fuerza definida por el vector Fj aplicada en 
su borde inferior. Determinar el desplazamiento del centro de gravedad y los 


ángulos de Euler como una función del tiempo, suponiendo las condiciones ini- 
ciales siguientes: Para t = 0, 


X. = Y, = Z = X. = Ý, = Ż, = 0, 
do = Yo = 0 = de = Yo = O, 
0. = Oo. 


En la figura 5.25, los ejes xyz son los ejes principales del cuerpo rígido con 
su origen en el centro de masa. 


Las ecuaciones de Euler, para el movimiento angular, son 


M, = eroe + yr (Ize — w) = Fl, 


Zè 


Xo 


h Fig. 5.25 
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M, == lydy o wz0 (Lys — Tee) == 0, (a) 
M = fes + gy (Lyy — der) = 0, 
De la simetría del cuerpo 
E == sy = I 
y la tercera de las ecuaciones a toma la forma 
Irse = 0, 
y por tanto 


vz = constante. 
Admitiendo que 


Isos = momento angular alrededor del eje z = H 


observamos que a causa de no producirse momentos alrededor de eje z, la 
componente H, de la cantidad de movimiento angular se conserva. 


De las ecuaciones 5.46 


vz = Y + $ cos 


y de las condiciones iniciales 


por lo tanto se deduce que 
Oy = 0. 


De la segunda de las ecuaciones a y teniendo en cuenta que wg = 0, se sigue 
que 


Idy = 0 
o sea 
wy = constante 


y la cantidad de movimiento angular alrededor del eje y se conserva. 
De las ecuaciones 5.46 


wy = —Ó sen y + q sen Ó cos y 
y de las condiciones iniciales en t = O 
fo = Po == 0 5 
entonces 
Oy = 0. 


De la primera de las ecuaciones (a) de la cantidad de movimiento angular, 
tenemos ahora 


y — Fl == log. 
Por lo tanto 


a= Ft + C, = 0 cosy + $ sen 9 sen y, 


donde 
C, = constante de integración 
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Y «y ha sido sustituida por su equivalente tomada de la primera de las ecua- 
ciones 5.46 l 


De las condiciones iniciales do = Do = 0 para t = 0 se deduce que 
C, =0y 
Fl 


Ahora se pueden escribir las velocidades angulares wp Wy Y wg en términos de 
los ángulos de Euler, esto es 


wg = Ó cos y + $ seno sn y 74, 


wy = —Í sen y + ¿sen 0 cos y =0, (b) 
wz =0c080 +4 =0, 


Resolviendo las ecuaciones b para 0, $, y, obtenemos 


"q 


> FI 
0 = 7 t cos y, 


_ El i . 

T tt (c) 
. Fl 

a aa 


Las soluciones de las ecuaciones c para @, $ y y son sumamente complejas 
excepto por una construcción gráfica. 


Intuitivamente podríamos esperar que si inicialmente 0. = Yo = do = be 


son iguales a cero y si o= y, Son también inicialmente cero entonces los 
ángulos œ y y y las correspondientes velocidades angulares permanecerán nulos. 

Calcularemos las aceleraciones angulares en el instante £ = 0. De la prime- 
ra de las ecuaciones c 


“Fl ; 
0 = 7 (cos y — yt sen y) 
y para las condiciones iniciales en + = 0 
do == TJ (d) 


Derivando la segunda y tercera de las ecuaciones b con respecto al tiempo, 
obtenemos 


oy = —9 seny — fý cos y + $ sen Y cos y + 
$å cos 9 cos y — y sen y senf) = 0, 
òs = $ cos 0 —dbsend + y = 0, (e) 
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y al aplicarse las condiciones iniciales 

0=$=Y=0 
hallándose las siguientes relaciones; 


do sen bo = O, 


$e COS 9 + Yo = 0, 


De la primera de las ecuaciones f 


po =0 
y, por lo tanto, de la segunda de las ecuaciones f 
Yo = 0. 


Consecuentemente, podríamos esperar que 


$ = do =Y = o =0. 


en todo tiempo. De la primera de las ecuaciones c se deduce que 


Es FI 
8 = T ¿ 
é Fl 
— A $2 
= Jri + Bo. 
Para simplificar aún más nuestro ejemplo haremos 4, = 0, entonces 
Fl 
0 = 57t. 
ST Ý (g) 


En seguida, consideremos el movimiento del centro de masa del cuerpo rí- 
gido. La ecuación de movimiento es 


F = F cos 0 jo + F sen 0 ko = MP, (h) 


Sustituyendo la ecuación g en la ecuación k y escribiendo las ecuaciones es- 
calares, obtenemos 


> F Fl, 
Y =>37 S yg 


M 

F Fi pe 
LAS a i Pe 2 
Z = M sen 2915 


Ahora, por integración, podemos obtener las velocidades en la siguiente forma: 
: F FI , 
Y=3) cos ar dt + C, 
5 (7) 
a J sen 5 2 de + Co. 
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Las integrales no pueden efectuarse por métodos elementales; por consiguiente 
se deben desarrollar cos (F1/21 Jt? y sen (FI/21)t2 en serie de Maclaurin e inte- 


grar. Es importante recordar que esta solución únicamente será válida para, 


pequeños valores de (81/27). 
Entonces, haciendo a? = Fl/21, 


attt gie gap 


Fa 
COS zs O a E keg 


21 
(k) 
E aste a9p0 gete 
IE T ES e mn E a des 
e la e 


Integrando las series dan 

$ EF att ai? apa 

a EE 
(a 


i 243 677 10411 14415 
TE Je 
De las condiciones iniciales, para t = 0, Y = Zo = 0, se deduce que 

Cı = G = 0, 
Los desplazamientos Y, Y Žo se pueden obtener integrando las expresiones para 
Y, y Žo y dan 


F pe atts a 3 po ` apa 
Ls =u Wt G04 ner t } Es 
E a aste atge attis i 
L Ea UE TOTS | Pei 


De las condiciones iniciales en £ = 0, Py = Z, = 0 resulta que las constantes 
de integración C, y C, también son cero. Como se indicó previamente, se debe 
tener cuidado al utilizar las ecuaciones para Y, y Zo ya que están limitadas a 
valores pequeños de (FI/2I )t? o bien deben usarse en el desarrollo un gran 
número de términos. 


5.8 Formulación del trabajo y la energía para sistemas de cuerpos 
rígidos. Como se vio en el estudio de la dinámica de la partícula, el 
empleo de la ecuación de energía simplifica el análisis de muchos proble- 
mas, y hace posible una solución donde las ecuaciones de movimiento 
son demasiado complicadas para ser resueltas rápidamente o bien don- 
de se desean las relaciones entre las fuerzas, los desplazamientos y las 
velocidades, Por esta razón, es importante un análisis de la ecuación de 
energía aplicada a sistemas de partículas y en especial a los cuerpos rí- 
gidos. 

Por razones de claridad, principiaremos repitiendo una de las expo- 
siciones anteriores de la sección 3.9. 
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El trabajo efectuado por las fuerzas que actúan sobre una partícula 
con masa cuando ésta se mueve en el espacio del punto 1 al punto 2, 


está dado por 
f AFA (5.48) 


donde F; es la fuerza resultante que actúa sobre la partícula y dř; es el 
vector desplazamiento de la partícula cuando ésta se mueve de un punto 
P a un punto vecino P, en el tiempo di (ver Fig. 5.26). 

Recordamos de la sección 4.1 que en un sistema de partículas, la fuer- 
za resultante sobre la t-ésima partícula generalmente está formada por 
los siguientes dos tipos: 


1. Fuerzas externas, que se designan por F;;. l 
2. Fuerzas internas, que se designan por Fi; (i 34 j). 
De la segunda ley de Newton escribimos 


y mif; = 2 En + > T (5.49) 
i i y 

Si multiplicamos escalarmente por la diferencia del desplazamiento dř; 

de la partícula i cada uno de los términos incluidos en las sumas, en- 


Y mdr = Y Fudan + Y Eydna (ij). (5,50) 


tonces 


Fig. 5.26 
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En vista que dí; = %; dt, el primer miembro de la ecuación 5.50 se pue- 
de escribir 


d ft: NE 
Gl y Mii ) dt = dT (5.51) 


puesto que el término contenido en el paréntesis de la ecuación 5.51 es 
la energía cinética del sistema de partículas. 


El segundo término de la ecuación 5.50 es el incremento del trabajo 
efectuado por las fuerzas externas y que designaremos por 


dW, = > Fs; - dñ; (5.52) 
d 


El tercer término de la ecuación 5.50 es el incremento del trabajo 
efectuado por las fuerzas internas y que designaremos por 


o aap G: (5.53) 


t7} 


Por lo tanto, la ecuación 5.50 se puede escribir de nuevo así: 


dT = dW. + dW.,. (5.54) 


Si tanto las fuerzas internas como las externas son conservativas y de- 
finimos las energías potenciales externa e interna respectivamente por: 


dWe = —dV e, 
dW; = —dV ,, 
entonces la ecuación 5.54 se puede escribir 
dT + dVe + dVi =0 (5.55) 
o sea 
T + Ve + V; = constante = E. (5.56) 


La ecuación 5.56 simplemente establece que la suma de las energías ciné- 
tica y potencial se conserva. 

La ecuación 5.53 se puede escribir en forma ligeramente diferente 
para dar una concepción más clara del trabajo efectuado por las fuer- 


zas internas en un sistema de partículas. Escribiendo algunos términos 
de esta suma, tenemos 


Fist dř, + Faro dra + Fase di, + Fei’ dřa + arda 


De la tercera ley de Newton Fe = —PFoz ; de ahí que la suma anterior 
llega a ser 


Fiz" (dr, — dra) + Fs" (di, — dř) + o..., 
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que puede escribirse 


Fiat d(Ti—Ta) + Fis o d(fi— Ta) + --- 
Observamos que el vector 7, -— F, es un vector que va de la partícula 2 
a la partícula 1 y que puede denotarse por fa — Fa = To. En general, 
7; — f; = Fj Ahora, la ecuación 5.53 se puede escribir 


End 5 D Pudin AD (557) 


ij 


El factor */, es necesario en el segundo miembro de esta ecuación de- 
bido a que el equivalente de cada término en la suma expresada por la 
ecuación 5.53, aparece dos veces en la suma indicada en el segundo 
miembro de la ecuación 5.57. | 

En el caso de un cuerpo rígido, Fj; ° Fj = constante. Diferenciando 
este producto Fj; * dřj = 0, lo que demuestra que dy; es perpendicular 
a Fj. Ahora, Fj; es paralelo a F; si otra vez suponemos que las Fi; son 
fuerzas centrales. Entonces se deduce que F;; + dř; = 0 y consecuente- 
mente dW; = 0 para un cuerpo rígido. Para el cuerpo rígido, la ecua- 
ción 5.54 llega a ser 


dT = dW, (5.58) 
Se puede integrar la ecuación 5.54 entre límites apropiados, como 
sigue: 
2 2 2 
T dT = f dWe+ f dW; 
1 1 1 
O sea 
T: — T= (W, —— W) -+ (W. — W.) . (5.59) 
donde T, — T, es el cambio en la energía cinética del sistema cuando 


se mueve de la posición 1 a la posición 2 y ( e YA 
representan el trabajo efectuado por las fuerzas externas e internas res- 
pectivamente, cuando las partículas se mueven de la posición 1 a la po- 
sición 2. 

Es importante hacer notar que el trabajo efectuado por las fuerzas 
externas e internas para una partícula específica deben calcularse a lo 
largo de la trayectoria que sigue la partícula y después se extiende la 
suma a todas las partículas. En general, las trayectorias seguidas por las 
partículas individuales pueden ser completamente independientes, esto 


„es, no estar relacionadas entre sí. 


En el caso de un cuerpo rígido, ya hemos demostrado que las fuerzas 
internas no efectúan trabajo debido a que las partículas están fijas unas 
con respecto a otras. Por la misma razón el cálculo de la energía cinética 
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y del trabajo realizado por las fuerzas externas se simplifica en el caso 
de un cuerpo rígido, ya que las velocidades y desplazamientos de cada 
partícula están ligados por las relaciones de cinemática deducidas ante- 
riormente. 


Energia cinética de un sistema de particulas y de un cuerpo rigido. 
En esta sección consideraremos la energía cinética de un sistema de par- 
tículas en forma más general que la desarrollada en la sección 4.8, después 
se considerará el caso particular de la energía cinética de un cuerpo rígido. 

Sea el sistema de partículas que se muestra en la figura 5.27. Los ejes 
XoYoZo están fijos en un sistema inercial mientras que el sistema xyz 
está en libertad de moverse, 

La velocidad de la t-ésima partícula es 


=R + ĝi 


La energía cinética de la i-ésima partícula es 
1 E 1 a 2o 
gmit) = y MR + pi) (R +p) 


y, sumando, la energía cinética para un sistema de partículas es 


1 S a 
=> »miR + pi) (R + ps), 


Fig. 5.27 
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que puede escribirse 


TARA) Om + a $). (5.60) 


i í 
El primer término del segundo miembro de la ecuación anterior se pue- 
de reescribir 


donde M es la masa total del sistema. El segundo término de la ecua- 
ción 5.60 es la energía cinética del movimiento relativo de las partículas 


en el sistema móvil de coordenadas. El tercer término > mi(R - ps) 
i 


ao 5 d : ST 
que se puede escribir R * Pr > mip;, vale cero bajo las siguientes dos 


condiciones: 
1. El origen del sistema móvil de coordenadas está situado en el cen- 
tro de masa. Entonces ) mip; = 0, por la definición de centro de 
i 
masa. 


2. El origen del sistema móvil de coordenadas tiene velocidad cero, 


es decir, R = 0. 
Si se satisface la condición 1, se deduce que 


ds 5 MR + z mt TA (5.61) 


y si se satisface la condición 2, 


1 sl uso 
T=> ml (5.62) 


i 
En seguida consideremos el caso de un cuerpo rígido donde fijamos 
el sistema de coordenadas xyz en el centro de masa del cuerpo. Para un 
cuerpo rigido tenemos 


p:i = 0 X ps; 


por lo tanto, la ecuación 5.61 se transforma en 
Te y Mo + z 2al E T) (5.63) 


donde ve es la velocidad del centro de masa. 
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En el triple producto escalar de la ecuación 5.63 podemos intercam- 
biar el punto y la cruz 


1 


T = 5 Moè + 30: Dm mip (5.64) 


i 
, Pi X Mupi es el momento de la cantidad de movimiento 
del cuerpo rígido con relación al sistema de coordenadas fijo en su cen- 
tro de masa, De ahí que la ecuación 5.64 llega a ser 


La cantidad ` 


a E N 
T = Mv +30 He (5.65) 


Las componentes del momento angular H, (ecuaciones 5.7) se escriben 
abajo de nuevo para facilidad del lector. 


P , 
H” a raog ici syay TE Ets 

ed 

E 
E = m ¿gg mmm dL yzy F Legoz. 


Si los ejes xyz coinciden con los ejes principales del cuerpo rígido las 
ecuaciones 5.65 toman la forma 


1 
T E g Mus + > (Iros? + Iyya? + desoz”) . (5.67) 


Para el caso en que R = 0 (condición 2 anterior), el primer término 
de la ecuación 5.61 vale cero y se deduce que 


Te a (5.68) 
2 
Tres ejemplos de movimientos de cuerpos rígidos donde se pueden uti- 
lizar las ecuaciones 5.68, son los siguientes: 

1. El cuerpo rígido gira alrededor de un eje (por ejemplo, un eje fijo 
de rotación). El origen del sistema de coordenadas puede situarse en 
cualquier parte del eje de rotación. 

2. Un punto del cuerpo rígido está fijo en un sistema inercial pri- 
mario. Por ejemplo, en un trompo que gira el punto en que se apoya el 
trompo tiene velocidad cero y consecuentemente el origen del sistema 
móvil de coordenadas se puede situar en ese punto de apoyo. 

3. El centro instantáneo de un cuerpo rígido tiene velocidad cero y 
por consiguiente se puede usar como origen del sistema móvil de coorde- 
nedas. Aquí debe tenerse precaución puesto que en general el centro ins- 
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Fig. 5.28 


Xo 


tantáneo no tiene aceleración cero, Por lo tanto, la energía cinética que 
se calcula por la ecuación 5.68 se cumple solamente en el instante de 
tiempo en que el origen del sistema móvil de coordenadas tiene veloci- 
dad cero. Un instante más tarde se debe determinar la nueva posición 
del centro instantáneo y las componentes de H’ se calculan con relación 
al nuevo origen. 


Ejemplo 3.15, Un cono circular recto de masa M, radio R y altura h tiene 
un movimiento giroscópico constante. Si su velocidad de giro es Q y su velo- 


cidad de precesión $ hallar la energía cinética del cono. 
Con el origen O” del sistema móvil de coordenadas situado en un punto 
fijo, la energía cinética del cuerpo rígido está dada por 


1 


= 7 o a H i 
Debido a que los ejes xyz son ejes principales, esta expresión toma la forma 


1 
T = 2 Logos? + I yyy" + 1 220027]. 


Las componentes de la velocidad angular del cono son 
or =9=0, 
dy = $ sen 0, 
og = Qe $ cos 8 


y los momentos de inercia son 


3 
Tas z= yy pa zg MR -+ 4h), 
Lis => MR? 


10 
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La sustitución da 


1P3 . 3 E 
T = EL + 4h? p? sen? 0 + 39 Vae E coso)? |, 


T = gg UR” + 4h?) $? sen? 9 + 2R?(2 + $ cos 0)?]. 


Ejemplo 3.16. Como se muestra, los extremos de una barra delgada de longi- 
tud l y masa M están restringidos a moverse en las guías en un plano vertical. 
La barra se suelta desde Y = 0 con velocidad angular despreciable. Hallar la 
velocidad y aceleración angulares para cualquier posición 9. Ver la figura 5.29. 

En ausencia de rozamiento, la única fuerza que efectúa trabajo es Mg. Para 
cualquier ángulo 9 la fuerza de gravedad se mueve una distancia vertical (1/2) 
(1 — cos 0). Entonces 


We a AT, 


l 1 1 
Mes (1 — cos 6) == 2 Mu? => 2 Lega, 
donde /¿, se calcula con respecto al centro de masa. 


Se puede calcular la velocidad del centro de masa utilizando el centro ins- 
tantáneo de la barra. 


l 
Ue = 7 Dz 
Entonces 
M 2 (1 — cosl) = > M nT fe MP ES MP 
a Cea A a a 
Ya 
oz = | a (1 — cos 8) | 
Derivando, obtenemos 
d a 3g 
di (oz ) = ¿007 = T sen wz, 
. 3e 
07 = zy sen 8. 
y 
T 
S Centro instantáneo 
A 
| 
| 
| Fig.. 5.29 
| 
| 
e 
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£, Xo 


\ 
A 


Ya + 
(a) Posición 1. (b) Posición 2 . 


Yo 


Fig. 5.30 


La energía cinética de la barra podría haber sido calculada utilizando el 
centro instantáneo como origen, ya que este punto está en reposo. 


Ejemplo 5.17. Un disco desbalanceado de masa M rueda sin deslizar desde 
la posición 1, partiendo con velocidad angular cero. El radio de giro, con res- 
pecto al centro de masa situado en C, es ke Después que el disco ha rodado 
un ángulo Y (posición 2) hallar la fuerza normal que ejerce el plano inclinado 
sobre el disco. 

Del diagrama de cuerpo libre de la figura 5.30b, la ecuación de movimiento 
del centro de masa es 


Ni + Fifo + Mg(— cos ato + sen afo) = Mlaojo + ko X Adi + wko X 
(oko X Aa1)]. 


La ecuación escalar en la dirección X, es 


N — Mg cosa = M|[—Aao sen 0— Au? cos 6] 
o sea 
N = M[g cose — àa (osen 9 + o? cos 0)]. (a) 


La aplicación de la ecuación angular, tomada con respecto al centro instantá- 
neo, da 


be x MR + Ë = M, 
(aio + had) X Mawio + MI? + (ato + ai) "loko = (ato 
+ 242) xX Mg(— cos ato + sen ajo). 
—At?tw? send + [k + a? (1 + A cos 9 + 42) lo 


= g[ia cos a sen 0 + sena(a + Aa cos 0), 


y 
.  gaļàcosasenð + sena(1 + Acos9)] + 2a?w* sen Y 
OQ E. A  _ _ _ AMA ÚÁ . 


ke + a(l + 4c059 + 22) (b) 
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Ahora, para determinar «, debemos usar la relación de trabajo y energía 
We = AT. La única fuerza que produce trabajo es la fuerza de gravedad Mg. 
El desplazamiento vertical de Mg se puede determinar por una ecuación de 
desplazamiento relativo. ; 


7=R + p; 


AF = 7—7 = (Ra + pe) — (Ri + pi) = [aio + a05, 
+ Aa(cos 0 1, + sen 0 Jo)]— [ai + Adio], 
Ar = —Aa(1 — cos 0)% + a(9 + A sen 8) Fo 
Entonces 
We = Mg(— cos 0 To + sen 6 Fo) - AF, 
We = Mglha cos 0 (1 — cos) + asen (0 + A sen 0)]. (c) 


La energía cinética se puede calcular con respecto al centro instantáneo. 


1 
AT = 5 MIk*? + a?(1 + A cos 0 + 2?) Ju? (d) 
Resolviendo las ecuaciones c y d para œ?, tenemos 


_ 2glàa cos 0 (1 —cos 0) + asen 0(9 + A sen 0)] (e) 
T kë + a (1 + Acos + A?) 


Finalmente, sustituyendo la ecuación e en la ecuación b y después las ecua- 
ciones e y b en la ecuación a, se obtiene el resultado un poco más largo para N. 

Para un conjunto dado de parámetros es interesante calcular el ángulo Y en 
que el disco desbalanceado saltará, esto es, el ángulo Y para el que la fuerza 
normal N es igual a cero. Esto se puede hacer ensayando algunos valores para 
la solución de la ecuación a con el primer miembro igual a cero. 


o? 


5.9 Ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento — Cuerpos rigi- 
dos. Cuando se resuelven, en función de coordenadas convenientes, las 
ecuaciones de movimiento que fueron desarrolladas en la sección 5.2, se 
obtiene una descripción completa del movimiento de un cuerpo rígido. 
Sin embargo, con demasiada frecuencia todas las ecuaciones llegan a ser 
excesivamente complicadas, si no virtualmente imposibles de resolver. 
También, en muchos casos no se requiere una descripción completa del 
movimiento, Por estas razones, es ventajoso explorar otras relaciones que 
existen entre las variables que aparecen en los sistemas dinámicos. 

La relación entre la energía cinética de un cuerpo rígido y el trabajo 
efectuado por las fuerzas aplicadas, que se desarrolló en la sección ante- 
rior, es un ejemplo de tal formulación que produce resultados útiles aun- 
que incompletos para la situación más general. 

En esta sección, desarrollaremos el concepto de impulso y cantidad 
de movimiento para un cuerpo rígido para lograr otro conjunto de rela- 
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ciones que son de utilidad en el análisis del movimiento de un cuerpo 
rígido. y 
La ecuación de movimiento del centro de masa de un cuerpo rigi- 
do es 3 
F z MT. UT (MF) 
di 
o bien 


F di = d(Mie) = de. (5.69) 


Cuando el centro de masa se mueve de la posición 1 a la posición 2, la 
ecuación 5.69 se puede integrar entre límites apropiados para dar 


2 Di du Aa CUNA 
a F dt = f de ppe M ori: (5.70) 
1 1 | 
En la ecuación 5.70 se introducen las siguientes definiciones: 


0 , z 
1. La integral y F dt = impulso = 1. 


2, p = cantidad de movimiento lineal del cuerpo rígido. 

3. y = velocidad del centro de masa. l 
La ecuación 5.70 es una ecuación vectorial y de ahí que se puede escri- 
bir en términos de sus componentes escalares, como sigue: 


f Ey dt = M5), (5.71) 
1 


2 » . 
f F dz = M (ža — Za). 
1 


En forma similar podemos desarrollar otro conjunto de ecuaciones a 
a EJ .» 
partir de la ecuación de movimiento angular (5.9) de la sección 5.2. La 
ecuación de movimiento angular es 


MW =- (H), (5.72) 


donde H’ es la cantidad de movimiento angular del cuerpo rígido calcu- 
lada con respecto a un sistema móvil de coordenadas unido al cuerpo r- 
gido. El origen del sistema móvil de coordenadas está sujeto a la restric- 
tión establecida en la sección 4.6. 
De la ecuación 5.72 se deduce que 
J TË dt = far Pee (5.73) 
1 1 
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2 
En la ecuación 5.73, la integral J M” dt es el momento del impul- 
1 


NT 
so mientras que la integral e d(H) es el cambio en la cantidad de 
1 


movimiento angular del cuerpo rígido, Tanto el momento como la can- 
tidad de movimiento angular se toman con respecto al sistema móvil de 
coordenadas. La ecuación 5.73 es una ecuación vectorial; consecuente- 
mente sus componentes escalares son E 


2 
if Me dt = Lo (07 — 07, ) — Ley (0y, — y, ) — Luo (oz, — oz), 
1 
2 l 
El M'y dt = — ey (00, — us, ) + Ly (oy, — 0y,) oa Iye (0z, — wz,), (5.74) 
1 


2 
k M”. dt Ta — 2 (09, A wg ) — A ye (oy, — wy, ) =$ Los (02, A wz). 
e: 1 


Las ecuaciones 5.71 y 5.74 relacionan las fuerzas y el tiempo con los 
cambios en la velocidad del centro de masa y los cambios en la veloci- 
dad angular de un cuerpo rígido, 

En ciertos casos es conveniente expresar las velocidades angulares en 
términos de los ángulos de Euler (ecuaciones 5.46) y de esta manera 
determinar los cambios en estas componentes de la velocidad angular, 


Ejemplo 5.18. Un disco cilíndrico de masa M = 1 unidad técnica de masa y 
de radio a = 1 m está sobre un plano horizontal liso. La fuerza P se aplica en 
un cable que pasa por la periferia del disco y varía con el tiempo de acuerdo 


t 
- con la ecuación P = i + 3 kg. Hallar la velocidad de un punto del cable 


después que P ha actuado durante 4 seg. La velocidad inicial del centro de 
masa es 27, m/seg y la velocidad angular inicial es cero, 

Aplicando las ecuaciones lineal y angular de impulso y cantidad de movi- 
miento, se tiene 


2 $ : 
E F, de = M(Y,—Y,), 


Fig. 5.31 
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Fig. 5.32 


4 s 
f (5 +3 ) dt = (1) (Y,—5), 
012 
4 A 


Y, = 18 m/seg; 


2 
f M”, di = Ire (07, — 02,), 
1 


l (1 E ul ) a z (1) (1) *[oz, — 0), 


wz, = 32 rad/seg. 
Entonces la velocidad de un punto del cable es 
Fa = 187o + 32ko X 1 = 507, m/seg. 


Ejemplo 5.19. Una bola de masa M, y diámetro d se arroja con una veloci- 
dad ví contra una barra prismática de masa M,, longitud / y altura d. La bola 
choca contra la barra a una distancia 1/4 de uno de sus extremos y se supone 
que el choque es perfectamente plástico. Si el plano horizontal es liso, hallar 
la velocidad angular de la barra después del choque. Ver figura 5.32, 

Para la bola podemos escribir 


Et A F, dt = Ma(žz — žo) = Moli — 0), (a) 


f Me dt = Iesi (0020 += osb) i + Tyo (oyar a wyb) ] 

-+ Ez (or Ha Wz1b) k. (b) 
Ahora, ya que las únicas fuerzas que actúan sobre la bola pasan por el centro 
de masa, 
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f Maadi = 0 


y la cantidad de movimiento angular de la bola se conserva. 
Para la barra tenemos 


J Pa dt = M,(kar — žur) = M, (žo —0), (c) 


f Mo, di = fr. Ia = Teer (onir — 011) 1 


+ Lyyr(oyar ys) J F Igor (0727 — ozir) k. (d) 


Esta última ecuación supone que ningún desplazamiento ocurre durante el 
choque de manera que F, siempre será normal a la barra. Nótese también la 
conservación del momento angular para los ejes x y y. 

La suma de las ecuaciones a y c conduce al principio de la conservación 
de la cantidad de movimiento lineal para el sistema, 


0 = Mili —U) + Mo(dap —0). (e) 


Es importante tener presente que las componentes de la velocidad descono- 
cida se refieren a las velocidades de los centros de masa. 

Combinando las ecuaciones a y d para eliminar f F, dt se llega al principio 
de la conservación del momento angular del sistema. 


l . 
0 = ¿Mo (Zov g v) T Iezr( ozor TR 0) . (f) 


Hasta aquí, tenemos las ecuaciones e y f para hallar las incógnitas ža 
Xar Y wzor No obstante, estas componentes de velocidad están cinemáticamen- 
te relacionadas por 


e ls 
Kapt = Xort + ozzrk x y 3 
; ; I 
Žad = Žar + T 2 fe) 
Resolviendo las ecuaciones e, f y g simultáneamente, tenemos 
iaa Mw 
= JMr + 4M, 
e 4M pU 
2r IMa + AM 
12M pU 


Oaay = IM, + 4 - AM) A 
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PROBLEMAS 


5.1. Hallar el momento de inercia con respecto al diámetro de un cascarón es- 
férico delgado de masa total M y radio a. Resolver el problema considerando 
el cambio en el momento de inercia de una esfera sólida debido a un cambio 
en el radio. 


5.2, Hallar I, para el hemisferio del problema 4.8 si la base del hemisferio 
está en el plano xy. Utilizar el resultado del problema 5.1. 


5.3. Escribir una expresión para el momento de inercia respecto al eje de revo- 
lución de un sólido homogéneo que consiste de un cilindro y dos hemisferios. 
Expresar el resultado en términos de la masa total M. La longitud de la porción 
cilíndrica es tal que su masa es tres veces la de una esfera del mismo radio. 


De 
a 


Fig. P-5.3 


5.4. Deducir la ecuación 5.15, que es la fórmula de traslación para los produc- 
tos de inercia. 


5.9. Hallar £,. para el sólido limitado por los planos coordenados y x/a + y/b 
+ z/c = 1. La densidad del material es p. 


5.6. Hallar el momento de inercia de un cono circular recto respecto a una 
recta que pasa por su vértice y es paralela a la base. La masa total es M, la 
altura h y el radio de la base a. Resolver por integración y comprobar el resul- 
tado utilizando las tablas y la fórmula de traslación. 


5.7. Hallar Z, para la mitad del cono. La masa total es M. 
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ii 


pe 


Fig. P-5.10 


5.11. a) Determinar todos los momentos y productos de inercia para el cubo 
de arista [ respecto a los ejes centroidales paralelos a las aristas. 
b) Repetir los cálculos si se cortan de los vértices que están en los ex- 
Fig. P-5.7 Fig. P-5.8 tremos de una diagonal, dos cubos de arista b, (2b < 1). 


, 5.12. Para el paralelepípedo rectangular que tiene un agujero cilíndrico, hallar: 
5.8. Determinar el momento de inercia de un cubo con relación al eje A-A. 


El cubo tiene una masa M y la longitud de una arista es a. Resolver por inte- a) To. 
gración directa y comprobar el resultado utilizando tablas y la fórmula de tras- b) Las 
lación. c) Le 


: , El material es homogéneo y tiene una densidad p. 
5.9. Hallar el momento de inercia I, respecto a un eje z que pasa por el pun- s ` i 


to Á del sistema que consiste del tambor sólido y dos barras. Cada barra pesa 
1 kg y se puede considerar como siendo delgada. El tambor es un cilindro que 


pesa 5 kg. 
y 
| 40 cm. T 
| 
EAN 


Fig. P=5.9 


40 cm a, 40cm 


3 di 


5.10, Hallar todos los momentos y productos de inercia de la barra delgada 
doblada en la forma que se muestra. La masa total es M. l 


Fig. P-5.12 


5.13. Dibujar el círculo de Mohr para cada uno de los siguientes objetos y ha- 
llar los momentos de inercia Iy, Iy y el producto de inercia py. Se puede con- 
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siderar que la distribución de masa está en el plano xy, ya que el espesor de cada 
objeto es pequeño comparado con las otras dimensiones. 


a) Un aro delgado de masa M y radio a. 
b) Una varilla delgada de masa M y doblada en la forma que se muestra. 
c) Una placa rectangular de masa M. 


(a) 


(b) (c) 


Fig. P-5.13 


5.14, El momento de inercia de un cuerpo con relación a la recta l es $ po dm, 
A 


donde p es la distancia perpendicular de dm a la recta. Si la dirección de l está 
dada por el vector unitario 2, = cos œ T + cos B 7 + cos y k, entonces I; = 


J I7 X 211? dm. Demostrar que 
Á 


I, = Iss cos” a + [yy cos? B + Iis cos? y — 21,2 cos B cos y 
— 21 ¿q COS y cos æ — 21 y cos ar cos 8. 


Esto es, si para un cuerpo se conocen los momentos y productos de inercia con 
respecto a los ejes xyz, el momento de inercia con respecto a cualquier recta que 
pasa por el origen se puede calcular mediante la fórmula anterior. 
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Fig. P-5.14 y P-5.15 


5.15. De una manera similar a la del problema anterior 5.14, se puede calcular 
el producto de inercia con respecto a dos ejes cualesquiera mutuamente perpen- 


diculares que pasan por el origen. Si Z, = coseri + cos Bj + cosyk y Em = 
cos al T + cos 8’ J + cos y k definen estos ejes, entonces Iim = f Ea e) 
(F° En) dm. Deducir la fórmula. 

Lim = — cos æ COS d Iss — cos B cosp’ [yy — cos y cos y” Tez 


+ (cos 8 cos y” + cos y cos 8”) Iye + 
(cos æ cos y” + cosy cosa) Tes + (cosacos 8 + cos 8 cos a’) Ip. 
5.16. Utilizar los resultados del problema 5.14 para hallar el momento de iner- 
cia de un cubo de masa M y lado a, respecto a: 


a) La diagonal l del cubo. 
b) La diagonal }, de una cara. 


y 
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3.17. Utilizar los resultados del problema 5.15 para hallar el producto de inercia 
Ly y para el cilindro del problema 5.100. : 


3.18. El sistema que se muestra tiene masa M s Y desliza hacia abajo de un plano 
liso. La barra tiene masa M, y longitud l y está articulada por un pasador en B 


y se apoya en el punto A de una superficie lisa. Hallar todas las fuerzas que 
actúan sobre la barra. 


"a EER se 


Fig. P-5.18 Fig. P-5,19 


5.19. Una barra uniforme AB pesa W kg. Está unida al bastidor mediante una 
articulación de pasador en 4. ¿Qué aceleración hacia la derecha debe tener el 
bastidor para hacer que la reacción sobre la barra en el punto R zea cero? ¿Cuál 
es la reacción en el pasador cuando la reacción en B es cero? 


5.20. Hallar el conjunto de valores de x para los cuales la cuña de peso W ten- 
drá movimiento de traslación. El coeficiente de rozamiento cinético entre la 
cuña y el plano es p. 


peso W y longitud 1 se coloca en una caja 
en la posición que se muestra. Si se des- 
n debe tener la caja si la barra permanece 
en equilibrio con relación a la caja? Si la barra pesa 5 kg, la caja pesa 10 kg, 
h entre la barra y la caja es 0.2, u entre la caja y el piso es 0.4 y y = 30°, 


let o de la fuerza horizontal P que permi- 
tirán que la barra permanezca en equilibrio respecto a la caja. 


; 0UB 
X 
OOU 
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Fig. P-5.21 Fig. P-5,22 


5.22. Un cuerpo A pesa 19.6 kg y una barra OB pesa 9.8 kg. OB está unida a 
A mediante un pasador liso. Por el efecto de la fuerza de 50 kg el conjunto se 
mueve hacia la izquierda. Determinar el ángulo 0 si éste permanece constante 
durante el movimiento. El coeficiente de rozamiento entre A y la superficie ho- 
rizontal es 0.2. 


5.23. Cuando el carrito está en reposo o se mueve con rapidez uniforme la barra 
ÁB que pesa 10 kg y tiene una longitud de 2 m pende verticalmente hacia 
abajo. Cuando al carrito se le da una aceleración a= 16 m/seg’, la barra ad- 
quiere una desviación angular de la posición vertical de $ = 10 . Hallar la cons- 
tante k del resorte. Se supone que el resorte permanece horizontal, 


d 
! y 
11 

k l 


Fig. P-5.23 Fig. P-5.24 


5.24. El automóvil de peso W baja una pendiente de $” cuando se aplican los 
frenos. Si se frenan las cuatro ruedas, hallar la fuerza normal total N, bajo el par 
de ruedas delanteras, El coeficiente de rozamiento cinético para las cuatro ruedas 
ES ps 
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3.25. La puerta deslizante tiene un peso de 196 kg. Si P es de 20 kg, hallar la 
y B. Se supone que los rodillos 


aceleración de la puerta y las reacciones en A 
son lisos y de masa despreciable. 


B 
O ANA 


Fig. P-5.25 


Fig. P-5.26 


5.26. Un aro delgado de masa M y 
inclinado de tal manera que no tien 
y, determinar la distancia h. 


radio a es arrastrado a lo largo de un plano 
e rotación. Si el coeficiente de rozamiento es 


5.27. Un cilindro de peso W y radio r está apoyado simétricamente en un plano 


vertical por dos barras cuyo peso puede despreciarse. Para la posición que se 
muestra, hallar las fuerzas P necesarias para: 


a) Levantar W con una aceleración inicial a. 
b) Bajar W con una aceleración inicial a. 


El rozamiento se desprecia. 


Fig. P-5.27 
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imació S ece- 
5.28. Con relación al problema 5.27 y la determinación de las La n a 
i ias para hacer que W suba con una aceleración inicial a, si el coeficie 
ari al a, n 
q zamiento entre las barras y W es p. ¿Cuál es la restricción sobre q para q 
roz 
esto sea posible? 


5,29, Un poste uniforme descansa sobre el borde frontal de un carro o n 
ER ió i : á ebe incli- 
de por una pendiente con aceleración uniforme ap. ¿A qué ángulo 0 a e 
Ad el poste a fin de que pueda mantener su posición con relación al carro! 
na 


Fig. P-5.29 Fig. P-5.30 


; Hi bA 
5.30. Una cuña ideal lisa se utiliza para levantar un peso W. a E de a 
P necesaria para levantar el peso con una aceleración a si el peso de la c 

es Q y se desprecia todo rozamiento. 


5.31. Resolver el problema 5.30 si el coeficiente de rozamiento entre W y la 
pared es y. 


5,32. Una barra que pesa 3 kg/m está doblada en ángulo recto con a 
de 78 cm y 39 cm de longitud. Adquiere la posición que se aE a Aa 
bastidor F al que está articulada en Á se acelera horizontalmente. Deter 

esta aceleración y las componentes de la reacción en A. 


Fig. P-5.32 
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5.33. Una placa rectangular de masa M y sostenida por dos cables de longitud 1 
se suelta desde el reposo en a = 30". Hallar: l 


a) Las tensiones en los cables inmeditamente después que se suelta. 
b) Las tensiones de los cable cuando œ = 90°, 


E 
Fig. P-5.33 


5.34. Una ventana está sostenida por dos cuerdas que pasan sobre poleas situa- 
das en el marco de la ventana y en cuyo extremo hay contrapesos cada uno 
iguales a la mitad del peso de la ventana. Si se rompe una de las cuerdas y la 
ventana cae con una aceleración a, hallar el coeficiente de rozamiento entre 


la ventana y el marco. Se supone que la ventana está ajustada perfectamente al 
marco. La altura de la ventana es h y su anchura b. 


5.33. Como se muestra, un cilindro de masa M y radio a se apoya contra una 
pared vertical y un plano inclinado. Una fuerza horizontal P actúa sobre un ca- 
ble enrollado alrededor del cilindro. Si el coeficiente de rozamiento es p entre 
ambas superficies, hallar la fuerza P necesaria para dar al cilindro una acelera- 


ción angular ġ. Se supone que y es suficientemente pequeño de modo que el 
cilindro permanece en contacto con las dos superficies, 


P 


Fig. P-5.35 Fig. P-5.36 


5.36. La placa cuadrada uniforme pesa 39.2 kg y a = 3/2 m. Si la placa 
gira alrededor de un eje horizontal en O. Hallar las componentes de la reacción 


en O y el momento del par C cuando y = —5k rad/seg y a = —10k rad/seg?. 


LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS 345 


5.37. Un ángulo de hierro pesa 20 kg y gira en un plano vertical alrededor a 
un eje horizontal que pasa por O. En la posición que se muestra tiene o a 
cidad angular de 4 rad/seg en el sentido de las manecillas del reloj. Hallar la 
reacción del rodamiento sobre el ángulo. 


Fig. P-5.37 Fig. P-5.39 


5.38. Una puerta de trampa pesa 19.6 kg, se suelta desde la posición mostra- 
da y cae hacia abajo. Hallar la reacción inicial en el soporte O si a la puerta 
se da una velocidad angular inicial de 1 rad/seg. 


5.39. Una barra de longitud / y masa M descansa sobre un plano a 
liso y está obligada a moverse con sus extremos en contacto con un aro liso. 
aro está fijo al plano. Como se ve, una fuerza P actúa y siempre pan 
normal a la barra. Hallar la velocidad angular de la barra después de haber 
recorrido completamente el aro partiendo desde el reposo. 


Fig. P-5.39 
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5.40. Un péndulo físico o compuesto se ve suspendido de O por un pasador 
liso. El péndulo tiene una masa M y un radio de giro con respecto a O de k, 
Una fuerza horizontal P actúa a través de un punto Q en tal forma que la reac- 
ción horizontal en O es igual a. cero. Hallar d. El punto Q se llama centro de 
percusión del cuerpo respecto al punto O. También demostrar que O es el centro 
de percusión con relación a Q. 


Fig. P-5.40 


5.41. Un disco circular delgado de masa M y radio a gira alrededor de su eje 
de revolución con una velocidad angular œ. Después el disco se lleva a un plano 
horizontal con su eje de rotación vertical. El coeficiente de rozamiento entre el 
plano y el disco es q. Se supone que el sistema de fuerzas entre el disco y el 
plano está uniformemente distribuido. Hallar el tiempo necesario para que 
el disco llegue al reposo. 
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5.42. Hallar la aceleración angular de la polea y la tensión en cada cuerda. Se 


considera que la polea doble está formada por un solo cilindro y que se despre- 
cia el rozamiento en el eje. 


LAA LLLA LAL 


Fig. P-5.42 Fig. P-5.43 


5,43. El sistema de barra y polea lisas tiene una velocidad angular en el senti- 
do de las manecillas del reloj de 0.5 rad/seg en la posición que se indica. El 
peso de la barra es de 98 kg y el peso de la polea es despreciable. Hallar la 
reacción en el pasador C y la aceleración del peso D. D pesa 29.4 kg. 


5.44, La viga simplemente apoyada que se muestra pesa W kg/unidad de lon- 
gitud. Trátese como una barra larga delgada. La viga está cargada con una 
fuerza concentrada P y el momento de un par concentrado Pl. Si repentina- 
mente se suprime el apoyo izquierdo, hallar el valor instantáneo de la reacción 
derecha. ¿Cuál es la razón de la reacción estática en B a la reacción dinámica? 


Fig. P-5.44 


5.45. Una barra delgada de masa M y longitud l está articulada con un pasa- 
dor en un extremo. La barra se suelta desde el reposo en una posición horizon- 
tal. En el instante en que se suelta hallar la posición y el valor del momento 
flexionante máximo en la barra. l 
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5.46. Una rueda desbalanceada A pesa 19.6 kg y tiene un radio de giro con re- 
lación al eje horizontal de rotación que pasa por O de 12 cm, El bloque B pesa 
14.7 kg y está unido a A mediante una cuerda inextensible que pasa en D sobre 
un tambor liso de masa despreciable y se enrolla alrededor de A. El momento 
del par M aplicado a A es de 12 kg-m contrario a las manecillas del reloj. 
Cuando A está en la posición indicada tiene una velocidad angular de 6 rad/seg 
en el sentido de las manecillas del reloj. Determinar las componentes normal y 
tangencial de la reacción en O sobre el cuerpo A. Se desprecia el rozamiento en 
el rodamiento situado en O. 


Fig. P-5.46 


5.47. Una plataforma horizontal gira alrededor de un eje vertical que pasa por 


O, parte desde el reposo con una aceleración angular contaste k rad/seg?. Una 
barra delgada AB de peso W y longitud 1 descansa sobre la plataforma y está 
fija en A por medio de un pasador vertical. Si el coeficiente de rozamiento 
entre la plataforma y la barra es u, hallar el tiempo necesario para que la barra 
deslice. Se supone que existe un contacto uniforme entre la barra y la platafor- 


ma. ¿Para qué aceleración angular inicial mínima la barra deslizará inmediata- 
mente? 


Fig. P-5.47 Fig. P-5.48 
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5,48 Una barra delgada de masa M y longitud l se sostiene verticalmente y 
después se suelta. Si la barra desliza sobre el plano horizontal cuando forma 
un ángulo æ con la vertical, hallar el coeficiente de rozamiento entre la barra 


y el plano. 


5.49. El ángulo de hierro ABC de masa total M está unido a una mesa girato- 
ria con un pasador liso en C y un rodillo en Á que proporciona apoyo en la 
dirección x. Cuando la mesa gira con una velocidad angular constante ok alre- 
dedor de un eje vertical que pasa por O, determinar la fuerza axial, la fuerza de 
corte y el momento flexionante en la sección a-a sobre la longitud AB debidos 
al movimiento. 


Fig. P-5.49 


5,50. Una barra delgada de masa M descansa sobre una mesa cuadrada provis- 
ta de un borde vertical. Si se hace girar la mesa alrededor de un eje vertical pa- 
sando por O con una velocidad angular w, determinar las reacciones del borde 
sobre la barra en los tres puntos de contacto. Despréciese el rozamiento. 


E oa 


Fig. P-5.50 
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3.91. Si la mesa del problema 5.50 tiene una aceleración angular ¿ contraria 
a las manecillas del reloj y empieza a moverse desde el reposo, determinar las 
reacciones del borde de la mesa sobre la barra en el instante inicial, 


5.32. Una mesa giratoria horizontal se acelera desde el reposo con una acele- 


ración angular constante œk en torno a O. Un palo de masa M está unido a la 
mesa por un pasador en Á y un cable en B. Hallar el tiempo necesario para que 
el cable se rompa si la resistencia a la ruptura del cable es T, Despréciese todo 
rozamiento. 


A 


Fig. P-5,52 


5.33. Se supone que en el problema 5.27 cada barra tiene un peso Q, hallar las 
fuerzas P necesarias para para levantar W con una aceleración inicial a. 
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5.54, Una barra de masa M y longitud l está rígidamente unida aun ángulo a 
en la flecha AB que gira alrededor de un eje vertical. Si la flecha da con - > 


velocidad angular constante wk, determinar: l 
a) La fuerza axial, la fuerza de corte y el momento flexionante sobre la 


barra en el punto de unión. 
b) Las reacciones en las chumaceras Á y B. 


La 


1- Za Z 


A 


Fig. P-5.54 Fig. P-5.55 


5.55. La barra en T que se muestra gira alrededor de un eje vertical que pasa 
por O. Las barras tienen un peso y kg/unidad de longitud. Dibujar los diagra- 
mas de corte y de momento dinámicos para el segmento BC. 


a) Si las barras giran con una velocidad angular constante wk. 
b) En el instante en que las barras parten del reposo con una aceleración 


angular òk. 


5.96. Para la barra en T del problema 5.55 escribir una expresión para la fuer- 
za axial en el segmento OB en función de y, que es la distancia a lo largo de 
OB medida desde O. 


a) Si las barras giran con velocidad angular constante ok. 
b) En el instante en que las barras parten del reposo con una aceleración 
angular àk. 
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5.57. Una esfera de masa M y radio a descansa sobre el borde de un saliente 
horizontal. Si principia a rodar sobre el borde con una velocidad angular inicial 
pequeña que puede despreciarse.y el rozamiento entre el saliente y la esfera es 
suficiente para evitar el deslizamiento, determinar el ángulo œ en que la esfera 
abandonará el borde. ¿Cuál es la velocidad angular cuando lo abandona? 


Fig. P-5.57 


5.58. Tres pesos concentrados de 9.8 kg están unidos a una flecha de 1.50 m 
de longitud mediante barras de 30 cm de largo. Las barras son perpendiculares 
a la flecha. El motor ejerce en la banda, por medio de la polea de 18 cm de 
radio, las tensiones que se indican. En la posición representada en la figura, ha- 
llar las reacciones en los rodamientos A y B. Considérese solamente la masa de 
los pesos concentrados y despréciese el rozamiento. 


Fig. P-5.58 
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5.59. Un ángulo uniforme de hierro ABC pesa 75 kg y está apoyado sobre 
una mesa giratoria que gira alrededor de un eje vertical z con una velocidad 
angular de 10k rad/seg. El apoyo en A es un pasador liso y en B un rodillo 
proporciona una restricción solamente en la dirección vertical. Hallar todas las 
fuerzas que actúan sobre el ángulo durante el movimiento. 


Fig. P-5.59 


5.60. Resolver el problema 5.59, hallando todas las fuerzas que actúan sobre el 
ángulo cuando la mesa giratoria parte del reposo con una aceleración angular 
de 20k rad/seg?. 


3.61. Dos barras delgadas cada una de longitud I y peso W están articuladas 
como se muestra. Están en libertad de girar en el plano vertical alrededor de un 
eje en O. Si las dos barras se sueltan simultáneamente desde el reposo en la 
posición horizontal, hallar la aceleración angular inicial de cada barra y la 
reacción del rodamiento en O. 


Fig. P-5.61 


5.62. Una barra de longitud { y masa M descansa sobre un plano liso horizon- 
tal. Se aplica una fuerza P en uno de los extremos y normal a la barra. En este 
instante hallar: 


a) La aceleración angular de la barra. 
b) La aceleración del otro extremo de la barra. 
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5.63. La esfera sólida homogénea pesa W kg y rueda sin deslizar. Hallar la 


distancia x para la cual la fuerza de rozamiento será cero para cualquier fuerza 
horizontal P. 


Fig. P-5.63 


5.64. Una esfera sólida homogénea rueda sin deslizar en un canal en V bajo 
la acción de la gravedad. Hallar la aceleración del centro de masa y el coefi- 
ciente de rozamiento mínimo necesario para evitar el deslizamiento. 


Fig. P-5.64 
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5.65. Una esfera de peso W y radio r rueda en un plano vertical sin desliza- 
miento sobre una superficie curva de radio R. Cuando el centro de la esfera tie- 
ne una rapidez V, hallar la reacción normal de la superficie sobre la esfera. 


Fig. P-5.65 


5.66. Una barra de 10 kg se utiliza para remolcar un rodillo cilíndrico de 
125 kg. Hallar la aceleración del centro del rodillo bajo la acción de la fuerza 
P horizontal y constante. El rozamiento es suficiente para evitar el deslizamiento. 
¿Qué ángulo debe formar la barra con la horiontal? 


Fig. P-5.66 Fig. P-5.67 


5.67. Una barra delgada de masa M y longitud l está unida mediante un pasa- 
dor a un carro de masa 3M y cuelga verticalmente como se muestra. Hallar la 
aceleración del extremo inferior de la barra cuando el sistema parte del reposo 
bajo la acción de la fuerza P. Despréciese el rozamiento. 
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5.68. Hallar la aceleración angular de la polea compuesta que tiene un peso 


W, y un radio de giro con respecto a O de k, 


Fig. P-5.68 Fig. P-5.69 


5.69. Una viga de acero uniforme de longitud 2/ se levanta con una grúa a una 
rapidez uniforme v, en el momento en que el cable en B se rompe. Los cables 
AD y BD están fijos en el gancho de la grúa D y cada uno tiene longitud a. 
Hallar la aceleración del extremo A inmediatamente después que el cable se 
rompe, se supone que D continúa su movimiento vertical uniforme. 


5.70. Un semicilindro pesa W kg y se suelta desde el reposo en la posición in- 
dicada. Calcular la aceleración inicial del bloque, también de peso W kg, si el 
rozamiento se desprecia. 


Fig. P-5.70 
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5.71. Un carro pequeño pesa 20 kg y la barra, que está unida a él pesa 10 kg, 
el conjunto está en reposo sobre un plano liso en la posición que se muestra. Si 
se permite que la barra caiga al mismo tiempo! que se aplica la fuerza P = 
30 kg, hallar la aceleración angular inicial de la barra y el valor instantáneo de 
la reacción del pasador en B sobre la barra. ‘Qué Walor de P hará que la ace- 


leración angular de la barra sea igual a cero? A 


4 


Fig. P-5,71 Fig. P-5.72 


5.72. Hallar la mínima fuerza P que hará que el cilindro de masa M deslice. 
El coeficiente de rozamiento €s p. 


5.13. La barra AB de 8 kg desliza en un plano vertical a lo largo de guías. 
Cuando la barra está en la posición horizontal, la velocidad angular es de 
5 rad/seg en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Hallar las reaccio- 
nes en Á y B sobre los bloques de masa despreciable. 


= 1.80 m 
pen 


45/3 4 IN 45° 


Fig. P-5.73 Fig. P-5.74 


5.74. Un cilindro desbalanceado con su centro de masa a una distancia b de 
su centro geométrico rueda sin deslizar sobre un plano horizontal. El centro del 
cilindro se mueve con una velocidad constante v hacia la derecha. Si el cilindro 
tiene una masa M, radio a y radio de giro k, con respecto a un eje horizontal 
que pasa por C, hallar la fuerza normal que ejerce el plano sobre el cilindro 
como una función del ángulo æ. ¿Cuál es el valor mínimo del coeficiente de ro- 
zamiento necesario para evitar el deslizamiento? 
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5.75. Hallar el momento del par que se requiere en el problema 5.74 para dar 
al cilindro desbalanceado el movimiento prescrito. l 


5.76. El extremo inferior de una escalera se mueve hacia la derecha con una 
velocidad constante v. La escalera tiene un peso W y una longitud /. Hallar las 
reacciones en Á y B sobre la escalera cuando Y = 45”. El punto B está obliga- 


do a permanecer en todo instante en contacto con la pared y el rozamiento se 
desprecia. 


Fig. P-5.76 Fig. P-5.77 


5.17. Una rueda desbalanceada pesa 196 kg y tiene un radio de giro de 33 
cm con respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de masa C. La rue- 
da está rodando y deslizando sobre el plano horizontal. Cuando está en la posi- 
ción que se muestra, la velocidad de O es de 30 cm/seg hacia la derecha y la 
velocidad angular es de 2 rad/seg en el sentido de las manecillas del reloj. El 


coeficiente de rozamiento entre la rueda y la superficie horizontal es 0,30. Hallar 
la aceleración angular de la rueda. 


5.78. La barra de masa M desliza desde el reposo en 9 = 0. El coeficiente de 
rozamiento en cada superficie es y y es lo suficientemente pequeño para permi- 
tir el movimiento bajo la acción de la gravedad. Suponiendo que la barra sola- 


mente está en contacto en sus extremos con las superficies en que se apoya, ha- 
llar la aceleración angular inicial de la barra. 


Fig. P-5.78 
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5.79. Durante un temblor de tierra se imprime una aceleración horizontal a 
en la base de una chimenea alta de ladrillo. Se supone que la chimenea es una 
columna larga y delgada de peso W, longitud | y en libertad de girar alrededor 
de su base. Hallar: 


a) La fuerza horizontal aplicada en la base. 
b) La aceleración del centro de masa. 
c) La aceleración angular de la chimenea. 


5.80. Una barra delgada de peso W y longitud i está colocada en una posición 
inclinada con su extremo superior apoyado en una pared vertical lisa y su ex- 
tremo inferior sobre una superficie horizontal lisa. La barra forma un ángulo 4 
con la horizontal. En el instante en que se suelta la barra hallar: 


a) La aceleración angular de la barra. 
b) La reacción del piso. 
c) La reacción de la pared. 


5.81. Un hemisferio está colocado en la forma que se muestra y después se suel- 
ta. Hallar la aceleración angular inicial y la fuerza normal que ejerce el plano 
horizontal. El peso del hemisferio es W y su radio es a. Se supone que no hay 
deslizamiento. 


Fig. P-5.81 


5.82. Resolver el problema 5.81 si la superficie horizontal es lisa. 


5.83. Una barra delgada de peso W y longitud l se apoya sobre un semici- 
lindro fijo. ¿Cuál es la aceleración angular inicial de la barra cuando se suelta 
desde el reposo en la posición indicada? Se desprecia el rozamiento. 


Fig. P-5.83 


360 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS 


5.84. Dos barras delgadas cada una de longitud 1 y peso W están articuladas 


por uno de sus extremos y colocadas en un plano horizontal liso. Si se permite 


que caigan desde el reposo en un plano vertical, hallar su aceleración angular 
inicial. 


Fig. P-5.84 


5.85. Para la chimenea del problema 5.79, hallar la posición y el valor del 
momento flexionante máximo que se produce en su longitud. 


3.86. Dos barras delgadas idénticas están articuladas y suspendidas de un rodi- 
llo de masa despreciable, que se halla sobre una superficie horizontal lisa como 
se muestra. Cada barra tiene una longitud Z y una masa M. Si se aplica al rodi- 
llo una fuerza horizontal P, hallar la aceleración angular inicial de cada barra. 


SÓ E ULA LAA 


SRA 


C 
Fig. P-5.86 Fig. P-5.87 
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5.87. Un cilindro que pesa 14.8 kg tiene un radio de 30 cm está apoyado si- 
métricamente en un plano vertical mediante dos barras delgadas cada una de` 
longitud 1.80 m y de peso 7.4 kg. Las barras están articuladas en sus puntos 
medios. Si el cable, que sostiene al sistema en equilibrio, se rompe, hallar la 
aceleración inicial del centro del cilindro. Se desprecia todo rozamiento en el 
sistema, 


5.88. Una rueda de bicicleta está montada sobre un eje especial que puede ser 
sostenido con las manos por medio de dos manubrios que, como se muestra, 
tienen una separación entre sus centros de 18 cm. Si el peso de la rueda es de 
5 kg y su radio de giro es de 30 cm, ¿qué fuerzas iguales y opuestas F deben 
aplicarse con las manos en los centros de los manubrios para crear una rapidez 
de precesión de 1% rad/seg cuando la rueda está girando a —-3007 rpm? Indi- 
car los vectores correspondientes. 


Fig. P-5.88 


5.89. El turbocompresor de un avión a chorro gira en tal dirección que su 
vector momento angular está dirigido hacia la cola del avión. Cuando el aero- 
plano inicia un picado, el piloto siente una tendencia del aparto (debida al 
efecto giroscópico) a: 


a) ¿Desviarse la nariz hacia la izquierda? 

b) ¿Desviarse la nariz hacia la derecha? 

c) ¿Desviarse la nariz hacia arriba? 

d) ¿Desviarse la nariz hacia abajo? 

e) ¿Girar en sentido contrario a las manecillas del reloj? 
f) ¿Girar en sentido de las manecillas del reloj? 


5.90, Un cono circular recto está apoyado por su vértice en un rodamiento es- 
férico liso. $i 9, = 30° y Q = 1000 rps, hallar las dos velocidades angulares de 
precesión posibles $i y po El cono pesa 100 g, su altura es de 18 cm y el radio 
de la base 3 cm. También hallar el número mínimo Q de revoluciones por mi- 
nuto necesarias para el movimiento giroscópico. 
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5.91. Un giróscopo de juguete se hace girar a una rapidez de 100 vueltas por 
segundo. Después se coloca (en montaje liso apropiado) de modo que el ex- 
tremo inferior del eje de giro coincide con el pivote de un mástil especial. El 
eje de giro inicialmente forma un ángulo de 30° con el eje z y la rotación 
es en el sentido que se indica. ¿Cuál es la magnitud y dirección instantáneas 
del vector de precesión? Describir cualitativa y cuantitativamente el movimien- 
to del giróscopo. Los datos de éste son: peso 228 g; radio de giro respecto al 
eje de rotación 1.25 cm; el centro de masa está sobre el eje de giro a 5 cm 
del pivote. 


Sr” 


- Mástil 


Fig. P-5.91 


5.92, El disco A tiene una rapidez de rotación de 1200% rpm. La rapidez de 
precesión del disco y del peso B es 1] rad/seg. A pesa 50 kg y B pesa 100 kg. 
Hallar la distancia x. La barra que une A y B es de peso despreciable. 


Fig. P-5.92 
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5.93. Una turbina de vapor de un barco está montada con su eje paralelo a la 
flecha de la hélice. La turbina pesa 1480 kg, gira a 1800 rpm, y está montada 
en rodamientos separados 1.22 m. Si tiene un radio de giro, respecto a su eje 
de rotación, de 91.5 cm, calcular las reacciones de los rodamientos por el efecto 
giroscópico, cuando el barco da una vuelta de 610 m de radio a 0.52 m/seg. 


5.94. A fin de efectuar un trabajo de reparación, un obrero debe mover su må- 
quina portátil de soldadura al arco. En vez de desconectar el arco de la fuente 
de alimentación, decide mover la unidad de soldar mientras está girando a una 
rapidez de 2000 rpm en el sentido contrario a las manecillas del reloj cuando 
se ve desde la parte trasera. Si el obrero puede mover la unidad a razón de 
60 cm/seg sobre una curva y hacia la derecha, determinar las reacciones sobre 
las cuatro ruedas. La máquina de soldar tiene un peso total de 300 kg, la arma- 
dura pesa 75 kg y el radio de giro respecto al eje centroidal de rotación de la 
armadura es de 25 cm. El radio de curvatura de la trayectoria que sigue la sol- 
dadora es de 3 m y el cable de conexión permanece horizontal. 


Fig. P-5.94 
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5.95. La armadura de un motor gira con la velocidad angular que se indica 
y está montada sobre el lado norte de un tren. Los rodamientos A y B están 
sobre los lados oeste y este del tren respectivamente. Cuando el tren se mueve 
con una rapidez constante v, determinar el radio de curvatura de una curva 
horizontal que reducirá a cero la componente vertical de la reacción del roda- 
miento en A. La armadura tiene un peso W y un radio de giro k respecto al 
eje AB. ¿En qué dirección dará vuelta el tren, este u oeste? 


Fig. P-5.95 


5.96. Se va a estabilizar un automóvil para contrarrestar la tendencia a la vol- 
cadura cuando recorre una curva. Determinar la dirección necesaria de la rota- 
ción y la rapidez de giro Q del efecto giroscópico. El eje del movimiento giros- 
cópico es paralelo a los ejes del carro. Aplicar los siguientes datos: 


Peso del automóvil = W, 
Altura del centro de masa 
del automóvil respecto a 


la carretera = h, 
Radio de la curva = R, 
Angulo del peralte = 09, 
Rapidez = Y, 
Masa giroscópica = m, 
Momento de inercia giros- 

cópico respecto al eje de 

rotación = J, 


LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS 365 


5.97. Un disco de 61 cm de diámetro y que pesa 196 kg rueda sobre un carril 
circular sin deslizar que tiene un radio de 3.05 m. Una barra paralela al plano 
xz tiene un extremo unido al centro del disco y el otro extremo se une al eje y 
por medio de un rodamiento. La barra solamente puede ejercer una fuerza 
axial sobre el disco. El centro del disco tiene una rapidez de 6.1 m/seg. Hallar 
todas las fuerzas que actúan sobre el disco. 


diámetro de 61 cm 


radio de 3.05 m 


Fig. P-5.97 


5.98, Hallar las componentes My, M,, M, del momento para la barra que se 
describe en el problema 4.41, tratándola como un cuerpo rígido y utilizando las 
ecuaciones de Euler. 


5.99. Hallar las componentes Mp, M, M, del momento para el aro del pro- 
blema 4.42. Trátese el aro como un cuerpo rígido y utilícense las ecuaciones de 
Euler. 


5.100. Un cilindro sólido, circular, recto, de peso W, está rígidamente unido 
a una flecha que gira montada en rodamientos A y B. Calcular las reacciones 
dinámicas de los rodamientos si W = 161 kg, 0 = 45%, L = 30 cm, r = 15 cm 
y æ = rad/seg. Utilizar los ejes principales. 


Fig. P=5.100 
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35.101, Una esfera homogénea de peso W y radio a tiene un cable enrollado en 
una circunferencia. Un extremo del cable está fijo en A y se deja que la esfera 
caiga desde el reposo. Hallar la velocidad del centro de masa después de que 
ha caído una distancia A. ¿Cuál es la tensión en el cable? 


> 
A 


Fig. P-5.101 


3.102. Resolver el problema 5.39 por medio de la ecuación de trabajo y energía, 


3.103. Calcular la pérdida de energía en el problema del ejemplo 5.19, 
3.104. Una barra delgada AB parte desde el reposo y desliza 
en un plano vertical sobre una trayectoria circular. Hallar 
punto medio en la posición que se muestra y la velocidad 
lares de la barra cuando llega a la posición horizontal. 


sin rozamiento 
la aceleración de su 
y aceleración angu- 


Fig. P-5.104 
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5.105. El centro de la rueda desbalanceada tiene una velocidad de 1.22 m/seg 
hacia la izquierda. La rueda pesa 98 kg y tiene un radio de giro con relación 
a un eje que pasa por C de 30 cm. Si la rueda gira sin deslizar, hallar su velo- 
cidad angular después de una rotación de 7/2 rad. 


Fig. P-=5,105 


5.106. Hallar la energía cinética de la barra del problema 4.41 tratándola como 
cuerpo rígido. 


5.107. Hallar la energía cinética del cilindro del problema 5.100. 


5.108. Un auto que pesa 483 kg está montado sobre cuatro ruedas que son 
discos cilíndricos. Cada rueda pesa 80 kg y tienen un diámetro de 1.20 m. Si el 
carro viaja en un carril horizontal recto con una velocidad de 6 m/seg, ¿qué 
fuerza constante paralela al carril se requiere en los frenos para detener el auto 
en una distancia de 30 m? Se supone que no hay deslizamiento. 


5.109. La polea y el tambor de peso W, ruedan sin deslizar sobre un plano 
horizontal. La polea tiene un radio de giro con respecto a un eje horizontal que 
pasa por O de ko. Después que el peso W ha caído una distancia h a partir del 
reposo, ¿cuál es la velocidad angular de W,,? 


Fig. P-5.109 
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5.110. Una barra homogénea gira alrededor de O. El otro extremo está unido 
a un resorte que tiene un módulo de 50 kg/m y una longitud, cuando no está 
alargado, de 1.50 m, Si la barra está en reposo en la posición vertical, determi- 
nar su velocidad cuando alcanza la posición horizontal. La barra pesa 75 kg. 


w 
1.50 m g 7 Y 


Fig. P=5.110 


5.111. Una barra delgada de longitud | y peso W cae desde el reposo en la 
posición que se muestra. Ambas superficies de contacto son lisas. Hallar la ve- 


locidad del centro de masa de la barra justamente antes de chocar con la pared 
vertical. 


ES 


S 


M 


Fig. P-5.111 
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5.112, Una rueda desbalanceada pesa 200 kg, tiene un radio de giro respecto 
a un eje horizontal que pasa por C de 45 cm y rueda sin deslizar sobre un pla- 
no horizontal. El resorte tiene una constante de 70 kg/m y puede someterse 
a tensión o compresión. En la posición que se muestra la velocidad de O es de 
3.60 m/seg hacia la izquierda, Y = 0 y el resorte está comprimido 30 cm. El 
momento del par C está en kg-m cuando 0 está en radianes. Hallar la velocidad 
angular de la rueda después que O se ha desplazado 27 m hacia la izquierda. 


Fig. P=5.112 


5.113. La barra de 10 kg OA está articulada en O y al centro de un cilindro 
de 25 kg. Si la barra tiene una velocidad angular de 2 rad/seg en el sentido de 
las manecillas del reloj, estando en la posición horizontal, hallar su velocidad 
angular cuando pasa por la posición vertical. El cilindro rueda sin deslizar. 


Fig. P-5.113 
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5.114. Un bote lleno de pintura, de radio r, rueda sin deslizar hacia abajo de 
un plano inclinado que forma un ángulo œ con la horizontal. Trátese el bote 


como un cascarón cilíndrico de peso W, más dos discos delgados de peso total' 


Wa La pintura tiene un peso W,. Se desprecia el rozamiento que puede existir 
entre el bote y la pintura. Si el bote se suelta desde el reposo, hallar la veloci- 
dad del centro de masa después que ha rodado una distancia s a lo largo del 
plano. 


5.115. Un cuerpo A desciende con una velocidad de 2 m/seg cuando se aplica 
un momento constante en sentido contrario a las manecillas del reloj de 20 m/kg 
a la polea cilíndrica sólida que pesa 10 kg y tiene un radio de giro de 40 cm. 
Hallar la máxima distancia a que caerá A después de hacerse aplicado esa 
acción de freno. El cuerpo A pesa 30 kg. 


3.60 m 


Fig. P-5.115 Fig. P-5.116 


3.116. Las barras que se muestran pesan 15 kg/m. Si el extremo inferior de la 
barra vertical se desplaza ligeramente hacia la derecha con velocidad cero, 
hallar: 


a) La velocidad angular de AB cuando las dos barras están en línea 
recta, 
b) La energía cinética de AB cuando está en la posición vertical. 


Despreciar el rozamiento. 
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5.117. Una esfera de radio a y masa M se mueve sobre una superficie cilin- 
drica entre A y B. Hallar la velocidad y aceleración de su centro C, cuando 
está en la posición más baja, si: 


a) La esfera no desliza, 
b) El coeficiente de rozamiento entre la esfera y la superficie cilíndrica 
es cero. 


Fig. P-5.117 


5.118, Dos barras uniformes AC y BC de igual peso W e igual longitud l están 
unidas por medio de un pasador en C y apoyadas sobre un plano horizontal liso 
como se indica. Si las barras caen desde el reposo en su plano vertical, hallar la 
velocidad y con que chocará el pasador € contra el plano. 


LLLA 


Fig. P-5.118 Fig. P-5.119 


5.119. Un cascarón hemisférico de masa M y radio r oscila de un lado a otro, 
sin deslizamiento, sobre una superficie horizontal. ¿Cuál es la máxima velocidad 
del centro de masa si el cascarón se suelta desde el reposo con Y = o? 
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5.120. La rueda desbalanceada A pesa 98 kg y tiene un radio de giro con rela- 
ción a un eje que pasa por O de VŽ m. Se desprecia la masa de la barra OB, 
el peso del bloque es de 98 kg y el coeficiente de rozamiento entre B y el plano 
es igual a 1/7. Si la rueda tiene una velocidad angular de 8 rad/seg en el sen- 
tido de las manecillas del reloj cuando está en la posición que se muestra, deter- 
minar la velocidad angular de la rueda A después de haber girado un ángulo 
de 180°. La rueda gira sin deslizar. 


e %-diámetro de i 
1.60 m 


ma B 


Fig. P-5.120 


5.121, Hallar la velocidad del bloque del problema 5.70 después que el semi- 
cilindro ha girado un ángulo de 7/4 rad. 


5.122, Como se muestra en la figura, un cilindro circular homogéneo está sus- 
pendido a manera de yo-yo. ¿Cuál es la velocidad de su centro 2 seg después 
de haberse soltado? ¿Cuál es la tensión en la cuerda? 


Fig. P-5.122 Fig. P-5.123 


5.123. Determinar la velocidad v del peso de 5 kg, 4 seg después de haberse 
soltado desde el reposo. El tambor pesa 20 kg, el radio de giro respecto a O es 
de 40 cm y el rozamiento en O se desprecia, 
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5,124, Determinar el trabajo efectuado por la fuerza P y el momento del par C 
después de haberse aplicado durante T seg. El disco tiene una masa M y un 
radio 7. Parte desde el reposo y rueda sin deslizar. 


Fig. P-5.124 


5.125, Un cilindro sólido homogéneo pesa 300 kg y está girando a 60'rad/seg 
en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de un eje horizontal fijo que 
pasa por O. El coeficiente de rozamiento cinético entre los frenos y el cilindro 
es 0.20. Si la tensión en el resorte es de 150 kg cuando se aplican repentina- 
mente los frenos, hallar el tiempo necesario para detener la rotación del cilin- 
dro. Se desprecia el espesor de los miembros verticales, 


LAN 


Fig. P-5.125 
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5.126. El cuerpo que se muestra pesa 108 kg y rueda sin deslizar, El radio de 
giro con respecto a C es de 75 cm. La fuerza P = 10% se expresa en kg cuando 
t se da en segundos, Determinar el intervalo de tiempo necesario para ue la 
velocidad del centro de masa cambie de 5 m/seg hacia la derecha en A = 0 


a 10 m/seg hacia la izquierda, 


60 cm 


75 kg 


Fig. P-5.126 Fig. P-5.127 


5.127. La rueda que se muestra en la fi 

gura pesa 80 kg y rueda sin desli 
lo largo del Plano horizontal. El radio de giro de la masa de la rueda ae 
a un eje horizontal que pasa por C, es de 24 cm. La fuerza constante de 
/5 kg se aplica a una cuerda arollada en el tambor. La velocidad inicial de C 


es de 1.5 m/seg hacia la derecha. Determi : 
los isiguientes 2.049. rminar el desplazamiento de C durante 


5.128. La rueda que se muestra está gi i 
: girando con una velocidad angular d 
rad/seg cuando se aplica el freno 4. La fuerza P aumenta de Da 10 kg en 5 bed 
y después disminuye gradualmente hasta cero, tal como se indica en el diagra- 
A a Hallar la velocidad angular de la rueda después de 10 seg 
peso de la rueda es de 160 kg, su radio es de 45 ici i 
miento entre la rueda y el freno es 0.4. did 


| 
| 
| 
5 10 
Tiempo (seg) 


Fig. P-5,128 


LA DINAMICA DE LOS CUERPOS RIGIDOS 375 


5.129. Para el sistema descrito en el problema 5.114, hallar el tiempo necesario 
para que el bote de pintura ruede una distancia s a lo largo del plano, partien- 
do desde el reposo. 


5.130. Una pequeña esfera rígida tiene una masa M y un radio a. Inicialmente 
la esfera está girando alrededor de un eje que pasa por su centro con una velo- 
cidad angular a. El eje de rotación se inclina un ángulo œ de la vertical, Des- 
pués la esfera se lleva a un plano que tiene un coeficiente de rozamiento y y se 
suelta. Para el movimiento que sigue, hallar: 


a) El tiempo necesario para que la velocidad angular llegue a ser cons- 
tante. 

b) El valor de esta velocidad angular constante. 

c) La distancia recorrida por el centro de la esfera antes que la veloci- 
dad angular sea constante. 


5.131. Dos poleas idénticas están girando libremente sobre un eje común con 
velocidades angulares de 30 y 60 rpm y en sentidos opuestos. Repentinamente 
las poleas se unen por medio de un embrague. 


a) ¿Cuál será la velocidad angular final del sistema? 
b) Determinar la pérdida de energía cinética. 


5.132. Un disco horizontal está en libertad de girar en torno a un eje vertical 
que pasa por su centro. Su momento de inercia respecto a este eje de rotación 
es lo. Un hombre de peso W camina en una trayectoria circular de radio 7 
alrededor del centro del disco con una rapidez constante v relativa al disco. Si 
el disco está inicialmente en reposo, ¿cuál será su velocidad angular después 
que el hombre empieza a caminar? 


5.133. Un hombre está situado sobre una mesa giratoria, que está en libertad 
de girar alrededor de un eje vertical, y sostiene en sus manos una rueda de bici- 
cleta que está girando. El hombre, la mesa giratoria y la rueda de bicicleta tie- 
nen un peso total de 92 kg y un radio de giro respecto al eje vertical de 
20.3 cm. La llanta de la rueda de bicicleta pesa 2.3 kg, tiene un radio de 33 cm 
y puede considerarse como un aro delgado. Inicialmente el hombre no está 
girando y la rueda tiene una rotación de 200 rpm con su eje en posición vertical, 
Después el hombre varía el plano de la rueda hasta llevarla a un plano verti- 
cal con una rapidez uniforme y en un intervalo de tiempo de 2 seg. Determinar 
la velocidad angular del hombre al final de dicho intervalo. 
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5.134. Un bloque de masa M y dimensiones que se indica choca con una velo- 
cidad v contra un bloque fijo en forma de V. Después del choque, el bloque gira 
alrededor de la arista del bloque fijo. Se supone que el peso del bloque es pe- 
queño comparado con las otras fuerzas que actúan durante el choque y puede 
despreciarse durante este intervalo de tiempo corto. Se desprecia todo roza- 
miento en el plano horizontal. 


a) Hallar la velocidad angular del bloque inmediatamente después del 
choque. 

b) ¿Cuál es el coeficiente de rozamiento mínimo necesario entre los dos 
bloques a fin de que el bloque pueda voltearse? 

c) ¿Para qué valores de la velocidad v el bloque girará en torno a la 
arista del bloque fijo? 


Fig. P-5.134 


Dinámica de los 
sistemas vibratorios 


6.1 Introducción. Casi todos los ingenieros se encuentran con el análisis 
de problemas de vibración. Al ingeniero mecánico le interesan las vibra- 
ciones en la maquinaria, al ingeniero civil en las estructuras y al ingeniero 
en electrónica en los circuitos. Primeramente, se estudiará el tema utili- 
zando como modelo un sistema mecánico, debido a que los aspectos físicos 
de este tipo de sistema son más conocidos por el estudiante. 

A groso modo se puede definir una vibración como el movimiento que 
se repite periódicamente con el tiempo. Si a un sistema que está en equi- 
librio estable se le da un pequeño desplazamiento inicial y/o una veloci- 
dad, vibrará alrededor de su posición de equilibrio estable, Definimos la 
posición de equilibrio estable como la posición asociada con. una energía 
potencial mínima. 

En general, las vibraciones mecánicas se pueden clasificar en libres y 
forzadas. 

Se produce una vibración libre cuando un sistema elástico se desplaza 
de su posición de equilibrio. Las fuerzas elásticas en el sistema no son 
mayores que en el equilibrio estable y se produce un movimiento pe- 
riódico, 

Las vibraciones forzadas ocurren cuando un sistema se desplaza de su 
posición de equilibrio estable por medio de una fuerza que en muchas 
situaciones reales puede variar periódicamente con el tiempo. 


6.2 Vibración libre no amortiguada de un sistema con un solo grado 
de libertad. Como primer ejemplo de sistema vibratorio consideremos 
una masa m suspendida verticalmente por un solo resorte, como se ve en 
la figura 6.1. El movimiento de la masa se restringe a desplazamientos 
verticales mediante las guías lisas; en este caso se requiere solamente una 
coordenada x para especificar completamente la posición de la masa en 
cualquier instante, Se dice que el sistema tiene un solo grado de librtad. 
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: 


Longitud libre 


êst = deflexión Fig. 6.1 


Posición de estática 


equilibrio 


AWWWWAWWWW 


El número de grados de libertad de un sistema es igual al número de 
coordenadas independientes que se requieren para especificar su configu- 
ración en cualquier instante. 

El resorte que soporta la masa se considera de masa despreciable y 
ejerce una fuerza proporcional a su cambio de longitud y que se mide a 
partir de la longitud libre o sin alargamiento del resorte. Ver la figura 6.2. 

Es conveniente medir el despalzamiento de la masa m desde la posición 
de equilibrio estable, pero esta condición no es necesaria. 

Observemos el diagrama de cuerpo libre de la masa que se muestra 
en la figura 6.3 cuando está en la posición x. Escribiendo la segunda ley 
de movimiento de Newton como una escuación escalar en x, obtenemos: 


má = —k (8st + x) + W (6.1) 


Nótese que la fuerza del resorte es negativa cuando esta fuerza está diri- 
gida hacia la parte negativa de x y también que 


k Ss: == W. 


Por lo tanto, la ecuación 6.1 se puede escribir 


k kg/cm 


g 


F (fuerza del resorte) 
k 


Fig. 6.2 


Ax cm 
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| E Óst 
Fuerza >> y 
del resorte== 


klst + 2) Posición de equilibrio 


x 


Fig. 6.3 


ao k 
A + me Sis 0, (6.2) 


que es la ecuación diferencial de movimiento. 
La solución de esta ecuación es 


x = Asen Vk/mt + Bcos Vk/mt, (6.3) 
que se puede comprobar al sustituirla en al ecuación 6.2. 
La velocidad x se obtiene derivando y es 
kx = AN k/m cos Vk/m t—B Y k/m sen Ņk/m t. (6.4) 
Nótese que la ecuación 6.3 tiene dos constantes arbitrarias de integración, 
debido a que se trata de una ecuación diferencial lineal de segundo orden. 


Las constantes A y B se pueden determinar de las condiciones iniciales 
de movimiento, Especifiquemos el desplazamiento y la velocidad iniciales 


en i=0, 
Cuando t = 0, 
X = Ko 


EA 
Aplicando la primera de estas condiciones en la ecuación 6.3, hallamos 
B = xo. 
de la segunda condición en la ecuación 6.4 
gani 
Vk/m 


Por lo tanto, la solución completa es 


20m Vk/m t + xo cos Yk/m t. (6.5) 
V k/m 
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Generalmente, para facilitar la escritura y debido a que Y k/m tiene uni- 
dades de radianes por segundo, hacemos la sustitución 


k/m == gga 


Consecuentemente la ecuación 6.5 generalmente se expresa en la forma: 


e 


Xo 

Xx == — SEN ont + Xo COS wont. (6.6) 
Da i 

Una gráfica de esta ecuación se muestra en la figura 6.4. Las curvas seno 

y coseno se dibujan por separado y después se suman para formar la curva 

de trazos. 

Definimos el desplazamiento máximo de la masa desde su posición de 
equilibrio como la amplitud. Podemos determinar cuando se produce ésta, 
asi como su magnitud, si admitimos que los valores máximo o mínimo de 
la posición se tienen cuando x es cero. De ahí que 

dx 


pS x = 0 = Xo COS wnt — Lown SEN wnt 


de la cual 
tang ont = = 
07 
y 
EEIE Xo/ wn i 
sen wnt z= [lio /on) + 07 e 
COS wal = (Ea Er? 
OnT = 2r 
x, desplazamiento 


Amplitud E 
~ a SEnnt 


aaa (4) y, $ 


Fig. 6.4 
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Fig. 6.5 


Sustituyendo estos valores para el sen ost y el cos nf en la ecuación 6.6, 
obtenemos la amplitud: 


; Xo A Ma 
máx, = amplitud z= E + sé | o (6.7) 
B 
Además, observamos que Xmáx, ocurre cada vez que tang wn! = Xo/xXo09. El 
intervalo de tiempo entre las posiciones de máxima amplitud se llama el 
período 7. 
Por lo tanto el período es 


cao (6.8) 


f = | = = V Em. (6.9) 


Nótese que la frecuencia es independiente de las condiciones iniciales y 
por consiguiente es una caracteristica invariante del sistema. Usualmente 
se le llama frecuencia natural fa. 

De la ecuación 6.5, es evidente que una vez que se pone a vibrar el sis- 
tema, no se detendrá jamás. Esto no es un resultado inesperado puesto 
que admitimos que la fuerza del resorte es conservativa, consecuentemente 
la energía total del sistema debe conservarse, 

La ecuación 6.3 se puede expresar convenientemente por medio de 
una pareja de vectores rotatorios perpendiculares, considerando sus pro- 
yecciones sobre un solo eje, como se muestra en la figura 6.6. Se ve que 
la suma de las proyecciones de los vectores sobre el eje x es 


x = Á sen ont + B cos ont. (6.3) 
Además, podemos escribir 
x = R sn (ont + 4), (6.10) 
donde 
=V FB 
y 


B 
$= arc tang 7. 
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Fig. 6.6 


El movimiento que se puede describir por medio de la longitud de la pro- 
yección sobre un eje fijo de un vector, que gira con una rapidez angular 
constante, comúnmente se llama movimiento armónico simple. 


Ejemplo 6.1. Consideremos el sistema que se ilustra en la figura 6.7. El disco A 
está sostenido por la barra B que, como se indica, está fija en un extremo. El 
par T' necesario para torcer la barra un ángulo 6 se supone que es directamente 
proporcional al ángulo de torsión o en forma de ecuación 
T = kọ, (6.11) 
donde k es el módulo de torsión y $ el ángulo de torsión en radianes. 
En la figura 6.7 se supone que el cuerpo rígido A está obligado a girar de 


manera que la única componente de velocidad angular es wsk. El cuerpo rígido 
es un disco circular homogéneo; de ahí que Ip, = Lys = 0. 


Aplicando la expresión M = Ï al sistema de la figura 6,7, se deduce que 
Mz eni gzÖg. (6.12) 


El momento del par expresado por la ecuación 6.11 es el momento del par de 
restitución que ejerce la barra sobre el cuerpo A. En vista que el par de resti- 


Fig. 6.7 
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tución tiene sentido opuesto al desplazamiento angular, podemos escribir 


—k0 = Lazos. (6.13) 
Admitiendo que os = 9, esta ecuación se puede escribir en la forma 
"E" (2) 0 =0. (6.14) 


Es evidente que la ecuación de movimiento es análoga a la del sistema resorte- 
masa que se ha descrito. Así que 


A (6.15) 
Un 
donde 
y 


9, = velocidad angular inicial en radianes por segundo, 
9. = desplazamiento angular incial en radianes. 


6.3 Método de energía aplicado a sistemas vibratorios. Las ecuaciones 
de movimiento de cualquier sistema dinámico se pueden obtener de la 
relación de trabajo y energía 


dT = dW 
Donde las fuerzas son conservativas, como en el caso del sistema sencillo 
resorte-masa; recordamos que dW = —dV y de ahí que 
dT +dV=0 
o sea 
T + V = constante = E. (6.16) 


El desarrollo de las ecuaciones de movimiento para cualquier sistema 
dinámico, a partir de la relación de trabaju y energía, fue originalmente 
presentado por Lagrange en su Mécanique Analytique (1788). El des- 
arrollo formal de las célebres ecuaciones larrangianas de movimiento 
queda más allá de la mira de este libro. Para este desarrollo, el lector 
puede tomar como referencia la nota al pie de esta página.* 

Para un sistema vibratorio con un solo grado de libertad, se puede ob- 
tener la ecuación diferencial de movimiento directamente de la ecuación 
de energía del sistema. Cuando la energía cinética T y la energía poten- 
cial V se expresan en términos de la coordenada de posición y la derivada 
con respecto al tiempo de esta coordenada, al derivarse la ecuación 6.16 


1 Synge and Griffith, Principles of Mechanics, 3* edición, McGraw-Hill, 1959, 
pág. 411. 
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con respecto al tiempo, se obtiene la ecuación de movimiento. En forma 
de ecuación, l 
dT dy 


“rdt + Edi =0, (6.17) 


Ejemplo 6.2. Para ilustrar el método, examinemos nuevamente el sistema simple 
que se muestra en la figura 6.1. 
La energía cinética es 


T a Yomx?, 


La energía potencial del resorte es el área sombreada bajo la curva fuerza-des- 
plazamiento (ver la figura 6.2). 


A taki (x -+ dat) 2 82”), 
Va krt + Ex Sar, 


La energía potencial del peso (tomando la posición de equilibrio como refe- 
rencia) es 


il 


Vo = —W x% = —kox at- 
Por lo tanto la energía total es 
Mama? + Uokx? = constante. 
Derivando esta expresión con respecto al tiempo, 
mix + kxx = 0, 


o bien, puesto que X generalmente no es cero, 
decos k 
+xw=0 

m 


que está de acuerdo con la ecuación 6.2. 


Ejemplo 6.3. El disco semicircular de radio r y masa m oscila alrededor del 
pivote liso en O. Escribir la ecuación de movimiento para pequeñas amplitudes 
de vibración. Ver la figura 6.8, 

Las energías son 


T z= Yoo”, 
V = — Wre cos 0, 


Referencia 


Fig. 6.8 
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donde 
L.= Ham, 
e 
e T Sap" 


Para este sistema 
T + V = constante. 
Sustituyendo, obtenemos 
mr, 4r 
-g 2” mE g- Cos 0 = constante. 
Para ángulos pequeños cos Y gx 1 — (0°?/2). 
Por lo tanto, 


ma 2 + m O a 
pr mr q Mea 


Derivando con respecto al tiempo, 


4 4 
Eo oò 4 mg 300 —0 0) 
T 
Puesto que, w = g yò = 8, podemos escribir de nuevo la ecuación. 
Entonces, 
oe 8 
04 0=0 
3rr 


es la ecuación de movimiento. 


6.4 La vibración libre amortiguada de un sistema con un solo grado 
de libertad. El oscilador mecánico lineal que se discutió en la sección 
anterior es un sistema conservativo y teóricamente una vez que se pone 
en movimiento continuará oscilando indefinidamente. Por supuesto, prác- 
ticamente esto no ocurre debido a que se encuentran presentes fuerzas no 
conservativas en todos los sistemas comunes. Estas fuerzas disipan energía 
del sistema y reducen con el tiempo la amplitud del movimiento. Las 
fuerzas de esta clase se denominan fuerzas de amortiguamiento. 


Tipos de fuerza de amortiguamiento. El amortiguamiento está aso- 
ciado con la disipación de energía, Hay varios tipos diferentes de fuerzas 
de amortiguamiento, de los cuales discutiremos aquí cuatro, 

Amortiguamiento viscoso. Los cuerpos que se mueven con velocidad 
moderada a través de un flúido, encuentran amortiguamiento viscoso. 
Este tipo de amortiguamiento conduce a una fuerza resistiva proporcio- 


nal a la velocidad: 
F = —o, (6.18) 


donde c es una constante de proporcionalidad y v la velocidad. El amor- 
tiguamiento proporcional a la velocidad también se encuentra en el des- 
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lizamiento sobre superficies lubricadas, amortiguadores hidráulicos y me- 
cánicos, partes móviles de instrumentos sumergidas en aceite y ciertos 
aparatos eléctricos donde la fuerza de amortiguamiento es proporcional 
a la rapidez de corte del campo magnético. 

Amortiguamiento turbulento. Si la rapidez con que se mueve un 
cuerpo en un flúido es alta, entonces la fuerza resistiva es aproximada- 
mente proporcional a la segunda potencia de la velocidad: 


F = —by, (6.19) 


donde b es una constante de proporcionalidad y v la velocidad. 

Amortiguamiento culombiano. El amortiguamiento culombiano tie- 
ne lugar en el deslizamiento de una superficie seca sobre otra. La fuerza 
de rozamiento de Coulomb es aproximadamente constante y depende de 
la naturaleza de las superficies deslizantes y la presión normal entre ellas, 
como lo expresa la ecuación del rozamiento cinético. 

F = aN, (6.20) 
donde u es el coeficiente de rozamiento cinético y N la fuerza normal. 
Siendo independiente de la velocidad, este tipo de rozamiento general- 
mente predomina en la vibración libre amortiguada durante las etapas 
finales del movimiento, cuando otros tipos de amortiguamiento llegan a 
ser despreciables. 

Amortiguamiento sólido. El amortiguamiento sólido, frecuentemente 
llamado amortiguamiento estructural, se debe al rozamiento interno del 
mismo material, Los experimentos indican que el amortiguamiento sólido 
difiere del amortiguamiento viscoso en que es independiente de la fre- 
cuencia y proporcional al esfuerzo máximo del ciclo de vibración. Por 
ejemplo, cuando objetos sólidos son golpeados violentamente se excitan 
muchas frecuencias, sin embargo el sonido desaparece gradualmente sin 
un cambio apreciable en el tono, lo que indica que todos los modos se 
amortiguan igualmente. El esfuerzo y la deformación son proporcionales 
en el intervalo elástico, puede decirse de otra manera que el amortigua- 
miento sólido es proporcional a la deflexión. 


= c Las 
=* Posición de 
=> equilibrio 


L Y Fig. 6.9 
Al, 
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Ahora agregaremos al sistema resorte-masa que se discutió antes un 
amortiguador viscoso tal como se muestra en la figura 6.9. Un amorti- 
guador viscoso ejerce sobre la masa una fuerza opuesta a la dirección de 
la velocidad y se puede expresar por la ecuación 


Freeh (6.21) 


donde c es el coeficiente de amortiguamiento viscoso y % es la velocidad 
de la masa, Si otra vez x mide el desplazamiento desde la posición de 
equilibrio, la ecuación de movimiento llega a ser 


mx = —kx — cx (6.22) 
Esto se puede reescribir como 
a (6.23) 
m m 
Una solución de la forma 
x = Aet 


satisfará la ecuación diferencial, donde s es una constante que'debe calcu- 
larse. Sustituyendo x y sus derivadas en la ecuación 6.23 y diviendo entre 
Ae*, obtenemos la siguiente ecuación en s: 


e a N (6.24) 
m m 


Observamos que hay dos valores de s que satisfarán la ecuación. Los dos 
valores de s son las raíces de la ecuación 6.24, Aplicando la fórmula co- 
nocida de las ecuaciones de segundo grado, obtenemos 


sı =—c/2m + Y (c/2m)? —k/m, (6.25) 
s2 = —c/2m — V (c/2m)*—k/m. 
La solución general puede escribirse como 
x = Ae 4 Best, 


donde sı y sz están dadas por las ecuaciones 6.25 y A y B son constantes 
arbitrarias que se determinan de las condiciones iniciales o de frontera 
de cualquier problema dado. . 

De las ecuaciones 6.25, se ven tres situaciones posibles que dependen 
de cómo están relacionadas las magnitudes de las constantes físicas c, k, 
m. Los tres casos son los siguientes: 


Caso I, 


ENE. E ; : 
( > (sobreamortiguamiento), 
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~ Sobreamortiguamiento 


— Amortiguamiento crítico Fig. 6.10 
Caso IL, 
Neo k f y sE 
i Ho (amortiguamiento crítico), (6.26) 
Caso III, 
0 hak P ; ; , 
Fm < a (amortiguamiento ligero) 


El caso sobreamortiguado. Si (c/2m)? > k/m la raíz cuadrada es 
un número real. No obstante, debido a que tenemos un número negativo 
c/2m fuera del radical y el valor de la raíz es menor que c/2m se deduce 
que s, y s2 serán números negativos, l 

Por lo tanto, la solución en x será la suma de dos curvas exponencia- 
les negativas. 

x = Ae y Bes, (6.27) 


donde s, y s2 son números reales negativos dados por las ecuaciones 6.25, 
Una gráfica de la ecuación 6.27 se muestra en la figura 6.10, donde se 
observa que el movimiento no es una vibración, sino que x decrece con el 
tiempo y tiende a cero cuando ¿ > co. Este tipo de movimiento frecuen- 
temente se le llama movimiento aperiódico y podría burdamente caracte- 
rizarse por un amortiguador para el cierre de una puerta. 


El caso críticamente amortiguado. Para este caso observamos que 
cuando (c/2m)? = k/m el valor del radical vale cero y s = s2 = 
—<c/[2m. En este caso, la solución de la ecuación diferencial es 


x = e /mt(A + Bt). (6.28) 


Este movimiento también es aperiódico y no se produce ninguna oscila- 
ción, El desplazamiento tiende a cero cuando t > oo. Una gráfica repre- 
sentativa del amortiguamiento crítico también se muestra en la figura 6.10 
para el mismo desplazamiento inicial, 


El caso ligeramente amortiguado. Para el amortiguamiento ligero 
(c/2m)? < k/m y el valor del subradical es negativo y las ecuaciones 6.25 
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pueden escribirse de nuevo como sigue: 


(6.29) 
sa = —c/2m — iN k/[m— (2/cm)?, 


¡=Y—L 
Sustituyendo s, y sz, de las ecuaciones 6.29, en la solución, obtenemos 
x= Ag le/2mitgat y Berte/2m)tg-at, (6.30) 
donde se ha hecho la sustitución 
q = V k/[m— (c/2m)?. 
La ecuación 6.30 se puede escribir 
x = e7lc/2m)t( Agiat y. Berias), (6.31) 


Si eat y eiit se desarrollan en serie de Maclaurin y se comparan con un 
desarrollo en serie de sen qt y cos qt, se halla 


donde 


eat = cos qt + ¿sen gl, 
(6.32) 


giat = cos qt — ¿sen gt. 


Haciendo estas sustituciones se obtiene como solución para x la siguiente: 


x = e 7le/mt(A + B) cos qt + (A —B)isen gt, (6.33) 
e introduciendo nuevas constantes de integración 
x = elel2mt(C,cosqt + Casen gt), (6.34) 


donde C, y C, se determinan de las condiciones iniciales de cada proble- 
ma específico. Nótese que la ecuación 6.34 puede escribirse de nuevo, 
como se hizo previamente en el caso no amortiguado, en la siguiente 
forma: 


€ 


s g Im VCR + CE sen (qt + 4), (6.35) 
donde q se define por la relación 
| tang $ = a. (6.36) 


La gráfica de la ecuación 6.35 está en la figura 6.11 y se ve que es una 
función armónica, cuya amplitud está modulada por el término exponen- 
cial negativo, El período o tiempo requerido para un ciclo está dado 
aproximadamente por 


M 


T 


=- (6.37) 


P 


390 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS 


en (cl2m)t 


comen E 
Fig. 6.11 
y la frecuencia en ciclos por segundo es 
f=2 (6.38) 


= 27? 


donde q se definió anteriormente como: 


qg =Vk/¡m— (c/2m)?. 


Haremos dos observaciones de interés en la ecuación de la frecuencia: 


1. Es independiente de las condiciones iniciales y de ahí que es un 
invariante para cualquier sistema particular. 

2. Es menor que la frecuencia natural para el mismo sistema sin 
amortiguamiento. 
Si comparamos la relación de cualesquiera dos amplitudes sucesivas, po- 
demos escribir 


Ayo giem N C, + Co? sen (qt + 1p)] 


A — - . (6.39 
Ay glem NC $ C sen[g(t + 27/q) + $1] 2 
Admitiendo que 
NS 
sen (qt + $) = sa| a(i + 2z) + $], 

se deduce que 

A, ¿(c/2m)t , . 

ARANA T E. (6.40) 


Si se toman logaritmos naturales en cada miembro de la ecuación 6.40, 
obtenemos 


h= = 7 decremento logarítmico. (6.41) 
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Al logaritmo de la relación de dos amplitudes sucesivas se le da el nom- 
bre de decremento logarítmico. Los valores experimentales de c para un 
sistema dado se pueden determinar a partir de la ecuación 6.41, compa- 
rando la relación de dos amplitudes sucesivas. 


Pérdida de energía por ciclo. El decremento logarítmico se puede 
utilizar para estimar la pérdida de energía por ciclo, Cuando la masa está 
en la amplitud A,, la energía cinética es cero y la energía potencial está 


dada por 


E, = 9 


Después de un ciclo, cuando la amplitud es A», entonces la energía está 
dada por 


kå 
Eo 
í 2 
El cambio en la energía se expresa como 
AE = E, A Ei = : (A? — Ay?) e (6.42) 
La ecuación 6.42 se puede escribir de nuevo como sigue: 
Es O: 
AE = — z4? (5 1) : (6.43) 
Admitiendo que A,/4, es igual a e*7/74, entonces se deduce que 
e — $ A (eenma ae EN (6.44) 
Desarrollando e* en serie de Maclaurin, obtenemos 
2 3 
er =1 a 
Si c es pequeña, bastarán dos términos de la serie y la ecuación 6.44 llega 
a ser 
moa i (Es) E (z) , (6.45) 
2 mq mq 


6.5 Vibración forzada — Sistema con un solo grado de libertad. En 
nuestras consideraciones sobre las oscilaciones de un sistema con un solo 
grado de libertad y con amortiguamiento viscoso, encontramos que la 
energía era disipada por el amortiguador y la amplitud de la vibración 
disminuía con el tiempo. Sin embargo, si proporcionamos una fuente de 
energía externa, podemos mantener las oscilaciones con una amplitud 
constante. 
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Consideremos el sistema amortiguado simple y una fuerza armónica 
F = Fo sen et actuando sobre la masa. 
De la figura 6.12a se puede escribir la ecuación de movimiento: 
mx == —kx — cx + Fo sen of. (6.46) 


Ecuación que se puede escribir en la forma 


mx + cx + kx = Fosen ot, (6.47) 


En vista de que se trata de una ecuación diferencial lineal de segundo 
orden, se puede considerar la solución general como la suma de las si- 
guientes dos partes: 


1. La solución complementaria o transitoria, que se obtuvo en la sec- 
ción 6.4 para la oscilación libre de un sistema amortiguado con un solo 
grado de libertad y que fue x = Get 4 He, 


2. La solución particular o estado permanente, que consideraremos en 
detalle, 


La solución particular se puede tomar en la siguiente forma: 


Xp = Á sen ot + B cos ot, (6.48) 


donde A y B son coeficientes que van a determinarse. Si se sustituye 6.48 
en la ecuación diferencial 6.47, obtenemos 


m(— Ao? sen ot — Bu? cos ot) + c(ÁAw cos ot — Bu sen ot) 
+ k(Á sen wt + Bcos ot) = Fosen ot. — (6.49) 


Igualando por separado los coeficientes de los términos que contienen el 
seno y el coseno, se forman las siguientes dos ecuaciones. 


A(k — mo?) + B(— cu) = Fo 


(6.50) 
A(cw) + B(k — mo?) = 0, 


Fig. 6.12 


Fo senwt | Fo SeNwt 


(a) (b) 
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Fig. 6.13 


B cos wi 


Ahora se pueden determinar A y B resolviendo las ecuaciones simultáneas 
y se obtiene 


A ea Fo (k — ma?) R 
T (k — ma)? + (cw)? 
(6.51) 
B= —Foco 


(E— ma)? + (co)? 


Ahora representamos xp por una pareja de vectores giratorios como se 
ve en la figura 6.13. Nótese que B es negativa y, consecuentemente, se di- 
buja atrasada 90° respecto de 4. La ecuación para xp se puede escribir 
de nuevo como 


xp = Rosen (ot — ¢), (6.52) 
donde 
R = (4? + B?)” (6.53) 
y i 
i B 
tangá = — É. (6.54) 


Se ve que la fuerza F también puede mostrarse en la misma gráfica y es 
la proyección de F, sobre el eje vertical. El desplazamiento queda repre- 
sentado por el vector giratorio R que está atrasado respecto de la fuerza 
un ángulo q. 

Si resolvemos para R, que representa la amplitud de la oscilación for- 
zada en términos de las constantes del sistema, obtenemos 


Fo 


= eee O 6.55 
R = maty? F (ca) T” dió 
Resolviendo para tang $, se tiene 
cu 
dio DO E TE (6.56) 


La solución general para x donde el amortiguamiento es menor que el 
crítico está dada por 
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F t= 
x = ete/2m)t(C, sen qt + Cz cos ql) + eoo 
. y -Í 


A 


(6.57) 


A ree 


A] 


O N 
transitoria - complementaria 


Para propósitos prácticos, la solución transitoria se hace cero en un cierto 
tiempo finito. Considerando solamente la solución particular dada por la 
ecuación 6.52, regresaremos a la ecuación diferencial 6.47. La ecuación 
6.47 es una ecuación de fuerzas que expresaremos ahora como un conjunto 
de vectores giratorios. Primero pasaremos todos los términos del primer 
miembro al segundo: 

0 = Fo sen ot — mx — cx — kx. (6.58) 


Derivando la ecuación 6.52, obtenemos 


x = oR cos (ot — p) 
y 
x= —a R sen (ot —¿). 


Entonces los términos de la ecuación 6.58 se pueden escribir 


—mx = Rmo? sen (ot — q) (fuerza de inercia), 
—cx = —Rco cos (ot —q$) (fuerza de amortiguamiento), 
—kx = —Rk sen (ot — q) (fuerza del resorte). 


Todas las fuerzas que existen en la ecuación 6.58 se representan en la 
figura 6.14 por un conjunto de vectores de giratorios. Debido a que la 
ecuación 6.58 debe satisfacerse para todos los valores de ut, se pueden 
considerar las fuerzas de la figura 6.14 como un sistema de fuerzas con- 
currentes en equilibrio girando con velocidad angular constante w. Enton- 


M Fuerza 


Ekseníwt = p) Fo sen wt 
o 


Rmw*sen (wi = h) 


LS 
dirección BR 


Fig. 6.14 
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Fig. 6.15 


ces se puede dibujar un polígono de fuerzas que debe cerrarse, como se 
ve en la figura 6.15a. 

Si combinamos los términos colineales Rk y Rmo? como se muestra en la 
figura 6.15b, se ve que 


Fo 
a E eona 6.59 
EA ar dd 
y 
tang $ = L (6.60) 


que concuerda con la solución anterior. 
De los diagramas vectoriales se pueden sacar las siguientes conclu- 
siones: 


1. El desplazamiento está atrasado de la fuerza un ángulo p (Fig. 
6.14). 

2. Si el término Rmo? es pequeño comparado con Rk, el ángulo q 
es pequeño (es decir se aproxima a cero) (Fig. 6.15). 

3. Si el término Rma? es grande comparado con Rk, el ángulo œ es 
grande (es decir se aproxima a 180°) (Fig. 6.15a).. 

4. El ángulo $ está limitado a los valores comprendidos entre 0° y 
180% porque la componente de Fo normal a la dirección R debe ser igual 
a Rco (la fuerza de amortiguamiento) pero de sentido opuesto (Fig. 
6.14). 

Regresando a la ecuación 6.59 y dividiendo el numerador y el deno- 
minador entre k obtenemos 
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Definiremos las siguientes cantidades: 
Fo > E E a po 
8 = TS alargamiento del resorte bajo una fuerza estática Fo, 


k n : : 
Opo = S el cuadrado de la frecuencia natural del sistema no amortigua- 


do y recordando gue 


Ce = constante de amortiguamiento crítico para la oscilación libre = 
2Mun. 


se deduce que 


R 1 


UA E O9 
De igual manera, para tang $ obtenemos 
tang $ = eree ala) h. (6.62) 


El término R/8 se define como factor de amplificación. Las ecuacio- 
nes 6.61 y 6.62 muestran que R/8 y q son funciones de w/w» y la razón 
de amortiguamiento c/c. 


Las ecuaciones 6.61 y 6.62 se representan gráficamente en las figuras 


6.16 y 6.17. 


E 
ô 
v 
o 


Factor de amplificación 


2.0 -30 
Relación de frecuencia £ 
n 


Fig. 6.16 
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A E 


150° 


120° — 


Angulo de fase d 


x : w 
Relación de frecuencia zy 


Fig. 6.17 


Observamos que para valores pequeños de c/c. las máximas amplitu- 
des ocurren en valores cercanos a w/w, = 1.0. Además, el ángulo de fase 
cambia rápidamente cuando w/o» se aproxima a 1. 

Una información adicional se puede obtener examinando el diagrama 
vectorial de la figura 6.14 para los siguientes casos: 


Caso 1, 1.0, 
Un 

Caso 2, == 1.0, 
Da 

Caso 3, A > 1.0. 


Para el Caso 1 donde w/en < 1.0, los términos Rma” y ce son peque- 
ños, como se ve en la figura 6.18. Por lo tanto $ es pequeño y la fuerza 
del resorte y la fuerza perturbadora prácticamente están en oposición. 
Esta observación se comprueba por medio de la ecuación 6.62. 

Para el Caso 2 donde w/o, = 1.0, tenemos el sistema oscilando en su 
frecuencia natural, 

De la ecuación 6.62, se ve que tang $ = oo o sea œ = 909. Por lo tan- 
to, como lo muestra la figura 6.19, tenemos la fuerza perturbadora sobre- 
poniéndose a la fuerza de amortiguamiento cancelando su efecto neto y 
el sistema oscila con una amplitud R = F,/co, que está dado por la ecua- 
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Fuerza 


Fig. 6.18 


Fig. 6.19 


Rmw? 


ción 6.59 como si no estuvieran presentes la fuerza de amortiguamiento 
y la perturbadora, 

Para el Caso 3 donde w/wn > 1.0 el término Rma? llega a ser mucho 
más grande que Rk. Por lo tanto, a fin de que se satisfaga la ecuación. 
6.58, Fo debe tener una componente en la misma dirección que Rk. Con- 
secuentemente, el ángulo de fase es mayor de 90% como se ve en la figu- 
ra 6.20, 

Un caso especial que debe considerarse ocurre cuando no existe amor- 
tiguamiento o sea c/c, = 0. La ecuación 6.61 se reduce a 


R 1 
in RUE (6.63) 


l—e Jo 


Fig. 6.20 


Rmu? 


Rew 
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y la ecuación 6.62 se reduce a 
tangġ=0 y $ = 09, 1808, (6.64) 


Observamos que cuando o = wn, R/8 = œ. Cuando o/on < 1, R/ô es 
positiva, p = 0% y el movimiento está en fase con la fuerza, Cuando w/on 
> 1, R/8 es negativa (la curva de R/8 contra w/o» es discontinua en 
ofon = 1), p = 180% y el movimiento está atrasado respecto de la fuer- 
za en 180%, 


Resonancia. Se define la resonancia como el caso donde w = un. Es 
importante reconocer que esto produce amplitudes infinitas para sistemas 
sin amortiguamiento. Sin embargo, si existe amortiguamiento, las ampli- 
tudes máximas ocurren para valores de øo/on < 1.0, de modo que sola- 
mente en el caso no amortiguado hay resonancia y las amplitudes máxi- 
mas ocurren para el mismo valor de «+/on. Si se deriva la ecuación 6.61 
con respecto a w/u, para determinar en qué valor de «w/o, es máxima 


R/8, se obtiene 
W cE Te E 
21 s53 (2) l (6.65) 
On Ce 


que es el valor de la relación de frecuencia donde ocurren las amplitudes 
máximas. 


6.6 Fuerza transmitida y aislamiento. En ciertos casos prácticos intere- 
sa disminuir la fuerza que se transmite al soporte del amortiguador y el 
resorte cuando la masa mm está sujeta a una fuerza perturbadora armónica. 

De la figura 6.14, se ve que la máxima fuerza transmitida al soporte 
es la suma vectorial de la fuerza del resorte Rk y la fuerza amortiguadora 
Rco. Definiendo la amplitud de la fuerza transmitida por Fir, se deduce 
que 


ca bid k2 + 2 Ya 
Fir = R|k? + cw] la — Fo mne (co) l (6.66) 


Si definimos la transmisibilidad T, como la relación Fir/Fo, entonces 


TE k+ (co)? T% 
tal r a e 


Recordando que 


Ce = 2mMon, 
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entonces la ecuación 6.67 toma la forma 
| T ( Ea 2) Ñ 
Ce On 
rorta 
wn Ce On 


En la figura 6.21, se encuentra la gráfica de la transmisibilidad contra 


w/øn. Después de un examen de la figura, se pueden hacer varias obser- 
vaciones: 


1. La razón de amortiguamiento c/c, muestra que la transmisibilidad 
T, = 1.0 para valores de 0/0, < Y 2. 

2. Cuando w/o, = Y 2, T, = 1.0 para todos los valores de c/ce Esto 
se puede comprobar sustituyendo directamente en la ecuación 6.68, 

3. Para valores de o/øn < Y 2 el aumento de amortiguamiento dis- 
minuye la fuerza transmitida, mientras que para valores de o/on > Y 2 
el aumento de amortiguamiento aumenta la fuerza transmitida, 

4. Independientemente del amortiguamiento existente, o/on > Y 2, 
a fin de que la fuerza transmitida sea menor que la fuerza perturbadora. 
Esto implica que un resorte blando (módulo pequeño) que conduzca a 


valores bajos de won es necesario para aislar la fuerza perturbadora del 
soporte. 


3.0 


es 20) 

o] 

ki 

2 

a 

Ad 

E 
177] as 
S 10-= 
fon 
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Fig. 6.21 
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Se tiene un caso especial cuando c/c. = 0. La ecuación 6.68 se trans- 
forma en 
1 


ST o: 


Para este caso T, -> oo cuando w/on —> 1.0 ó sea cuando ocurre la reso- 
nancia. Además, T, es positiva cuando w/o, < 1.0 y negativa cuando 
o/on > 1.0, Esto implica que la fuerza transmitida está en fase con la 
fuerza del soporte, cuando el sistema opera a frecuencias abajo de la reso- 
nancia y a 180% fuera de fase cuando el sistema opera por encima de la 
resonancia, 

Para aplicar el análisis a un sistema más real consideremos una pieza 
giratoria de un equipo, donde el rotor está desbalanceado de modo que el 
eje de rotación no coincide con el centro de masa del rotor, Esta situa- 
ción es común ya que es difícil producir un rotor que esté perfectamente 
balanceado. Supondremos además que el rotor está colocado en el bastidor 
de una máquina restringida a un movimiento vertical, como se ve en la 
figura 6.22. En esta figura se aplica la siguiente notación : 


T (6.69) 


mı = masa del bastidor de la máquina 
M = masa del rotor, 
e = posición del centro de masa del rotor medida desde el eje de ro- 
tación, 
xı = desplazamiento de la masa m, de la posición de equilibrio, 
k = constante del resorte, 
c = constante de amortiguamiento, 
x = desplazamiento de la masa mz de la posición de equilibrio, 
o = rapidez angular del rotor, que se supone constante, 


f 


De la geometría de la figura 6.22 
X = Xı + € sen ot 
y 


Xo = X, — €o* sen ot. 


Fig. 6.22 
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De la segunda ley de Newton, la fuerza F, que la masa principal debe 
ejercer sobre el rotor es 


Fa = ma(X1 — Co? sen ut). 


De la tercera ley de Newton, la fuerza que ejerce el rotor sobre la masa 
principal es —F+. La ecuación de movimiento para la masa principal, que 
también debe incluir la fuerza del resorte y la fuerza de amortiguamiento, 
es 

Mika = A pe cX ~ Mo (Xx Pe lu? sen ot) 3 


que puede escribirse como 


(Mmi + mo) X, + cži + kx, = moto? sen et. (6.70) 


Nótese que la ecuación 6.70 es análoga a la ecuación 6.47. De ahí que po- 
demos utilizar los resultados del análisis anterior, sustituyendo directa- 


mente (m, + Mz) = m y m? = F, en las ecuaciones desarrolladas en 
la discusión anterior. 


6.7 Instrumento de medida de la vibración. En ingeniería frecuente- 
mente interesa determinar la magnitud del desplazamiento y la acelera- 
ción de un sistema vibratorio, Desarrollaremos los conceptos básicos del 
diseño de tales instrumentos sin una discusión detallada de la instrumen- 
tación complicada, que frecuentemente se emplea en la realidad para regis. 
trar estas mediciones, 

Como se muestra en la figura 6.23, una base está vibrando con movi- 
miento armónico simple 


Xp = Á Sen owt. 


Nuestra aparato de medición consiste de un bastidor que contiene un sis- 
tema de amortiguador y resorte y algunos medios para registrar el despla- 
zamiento x; de la masa con relación al bastidor. En su forma más rudi- 
mentaria podría utilizar una carátula indicadora donde se observaría la 
oscilación de la aguja que mediría x;. El desplazamiento absoluto de la 
masa m es 


Am = Xi + Xp 


Fig. 6.23 


x= ÁSEN wi 
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y por consiguiente 
Xm = Xy + Xp = Xx; — Aw sen ot. 
La ecuación de movimiento de la masa m es 
m (e; — Aw? sen ot) = — kx; — €X; 
o bien 
MX; + cx, + kx; = MÁ«a? sen ot. (6.71) 


Por analogía con la ecuación 6.47, podemos usar la solución representada 
por la ecuación 6.57, sustituyendo x por x; y F, por mAu*. Para todos los 
propósitos prácticos la parte transitoria de la solución será cero en un 
cierto tiempo finito, de ahí que podemos escribir 

es Ao” sen (ot — o) (6.72) 

t [k — ma?)? + (00) ]% E 

Supondremos que nos interesa determinar la amplitud A de la vibración 
de la base, así como su aceleración máxima Áo", registrando la amplitud 
A; del movimiento en estado permanente de la masa con relación al bas- 
tidor, De la ecuación 6.72 se deduce que 


mÁ0n? 
(A 


Resolviendo la ecuación 6.73 para la amplitud A de la vibración de la 
base, hallamos 


A (6.73) 


asa E IA dol (6.74) 


mu? 


Con on? = k/m y ce = 2mon, la ecuación 6.74 se puede escribir 
E a2 N2 2% 
deae] 
y EN O A A (6.75) 


Si w/o se hace lo suficientemente grande mediante el uso de una com- 
binación apropiada de resorte y masa del instrumento de medición, en- 
tonces 


y la amplitud relativa A; llega a ser una buena medida de la amplitud 
real de la vibración de la base. Tal dispositivo de medida de amplitud se 
conoce como vibrómetro y debido a que e» debe ser pequeña (relativa- 
mente hablando) se debe utilizar un resorte blando. 

Si @/on es pequeña en un diseño apropiado, entonces la cantidad 


(1 — w’ fon)? + (2 cfCewf on) ap =1.0 y Av? = Aion. 
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La cantidad Av? es la aceleración máxima de la base; así que, conociendo 
la frecuencia natural w» del instrumento, se puede determinar la acelera- 


ción multiplicando la amplitud observada 4; por la constante un”. El ` 


amortiguamiento en el instrumento es útil y con él se elimina el movi- 
miento transitorio. En el caso del acelerómetro se alcanza una precisión 
en el instrumento en un rango de frecuencias más amplio, según se mues- 
tar en la Tabla 6.1, 


donde los valores de la cantidad [(1 — o/o”)? + (2c/cc0/0n)?]2 sin 
amortiguamiento se comparan con la relación de amortiguamiento ópti- 


mo c/c. = 0.70. 


6.8 Sistemas lineales con varios grados de libertad. Los principios ge- 
nerales de las vibraciones libres de un sistema oscilatorio lineal de varios 
grados de libertad, se demostrarán examinando un sistema específico con 
2 grados de libertad. Por ejemplo, consideremos el sistema resorte-masa 
de la figura 6.24 donde las masas están restringidas al movimiento ver- 
tical. 


Fig. 624 
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Con xı y x2 como desplazamientos de las masas m, y Ma medidos 
desde la posición de equilibrio, respectivamente, las ecuaciones de movi- 
miento para m, y ma llegan a ser 

Mak == —k X1 pea ka (xy epe Xa) 3 
Moka = 4- ko (x1 J Xz) > 
que pueden escribirse de nuevo como 


Mı + (ka + k2) xı — k2x2 = 0, 


(6.76) 
Moka — koXy + koxz = 0, 
Ahora proponemos un sistema de soluciones de la forma 
Xı = AÁ, sen ot, 
(6.77) 


Xg = Ás sen of, 


que admitimos como posible solución puesto que solamente aparecen en 
las ecuaciones diferenciales los desplazamientos y sus segundas derivadas 
con respecto al tiempo. 
Sustituyendo las ecuaciones 6.77 en las ecuaciones 6.76, se obtienen 
las siguientes ecuaciones: 
[—m, Aro? + (kı + ko) Az — kada] sen ol = O, 


(6.78) 
[—m¿Agw? REE ko As cf k¿A2] sen wt = O. 


Dividiendo estas ecuaciones entre sen ot y ordenando los términos, se 


sigue que 
A (kı efe kz — Mw”) + Az(—k2) == O, 


(6.79) 
As(—k:2) + Az(k2 — Mao?) = 0. 
Resolviendo A, por determinantes, 
0  —k, 
GE 
e a E sii 
—ke ka — Maw” 


El determinante D, es cero; consecuentemente D debe ser nulo si la am- 
plitud A, es diferente de cero para que el movimiento ocurra. Haciendo 
el determinante D igual a cero, se obtiene la ecuación para la frecuencia 


(ko — Mw?) (kı -+ ko — Mw?) — k = O, 
que puede escribirse en la forma 


mamo? — [mika + ma(kı + ko) Jo? + kika = 0. (6.81) 
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La ecuación 6.81 es cuadrática en «*; así que 


Miks + Molks + ka) l Miko + ma(kı + Ko) |? kik: |” 
2m,m> ds MaMa MMe 


(6.82) 


Los dos valores de œw de la ecuación 6.82 se conocen como frecuencias 


principales, se denotan por eu? y «»? y el orden, para los propósitos de la 
discusión, es tal que o? <= oz, 
Es evidente que las soluciones de la forma 


Ay = As sen el, 


(6.83) 
Xag = Ap sen it, 
o bien 


Kig = Áxo sen ozb, 
(6.84) 
Xoz = Áge SEN mal, 
satisfacen las ecuaciones diferenciales 6.76; A;; designa la amplitud de la 
masa i asociada con la frecuencia j. Además, las soluciones de la forma 


Xi = Xi t Xiz, 
(6.85) 
Xz = X21 + Koa, 
satisfarán la ecuación diferencial. 
Si se hubiera investigado una solución de la forma 


xı = B, cos ot, 
Xa = B COS wt 


se habría obtenido la misma ecuación de frecuencia y el resto de los argu- 
mentos anteriores habría sido idéntico, Por lo tanto, la solución completa 
para el sistema es, 


X, = Ay SEn wt + Aya Sen wst + By, cos ont + Bis cos wat, 
(6.86) 
Xa = Az sen at + Az sen wat + Ba, cos ant + Baz COS nat, 
La solución general para los desplazamientos de cualquiera de las masas 
resultó ser la suma de los movimientos armónicos a las frecuencias prin- 
cipales, pero el desplazamiento resultante no es armónico simple. 

Un examen de la ecuación 6.86 muestra que son necesarias ocho cons- 
tantes de integración, mientras que, en general, solamente se conocen cua- 
tro condiciones iniciales: los desplazamientos y velocidades iniciales para 
cada una de las masas. Las otras cuatro condiciones sobre las constantes 
de integración se establecen por cualquiera de las ecuaciones 6.79, que es- 
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pecifica, para cualquier valor de w, la correspondiente relación de las 
amplitudes A/A Por ejemplo, en forma de ecuación, se deduce de la 
segunda de las ecuaciones 6.79 que 


a a ee (6.87) 


Ayo Baz k — Mw" 


s a E (6.88) 


Para el sistema de la figura 6.24, hacemos k, = k = k y m, = 2m 
= m, Entonces, de la ecuación 6.82 


LND, 


il 


wr 


k 
wg = ar (2 + y3). 


De las ecuaciones 6.87 y 6.88 


áu Bu l 

Azan Ba y 2 
y 

Az Baz 1 


Si el sistema se pone en movimiento de modo que en ¢ = 0 


Xio = 1, Xio zz 0, 
*2, = i; Xoy = 0, 
entonces 
Ar == Az 3 As == Azz = 0 
y 
1 
Ba =OP 
1 
B > Fa? 
12 l+ y 9 


Ba, pe 


Ba = NA 
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Entonces los desplazamientos están dados por 


xı = B,, COS œt + Biz COS wt, 


Xa = Bz COS 11 + Boo COS wat. 


El oscilador general lineal no amortiguado de n grados de libertad. 
Por una analogía directa la ecuación para la frecuencia de un sistema de 
n grados de libertad será de n-ésimo orden en «?, de la cual se pueden 
determinar n frecuencias principales. 

Las ecuaciones de movimiento serán 


n n 
X = ò Aj sen wjt + > B; cos ojt, 


j=l j=1 


Xo = `y Aaj Sen ojt + DD Ba; cos wjt, (6.89) 


j=1 j=l 


e e e e e a s 


n n 
A ò Anj sen ojt + » Bn; COS wjt. 


j=1 j=1 


Las ecuaciones de movimiento contendrán 4n constantes de integra- 
ción, que se determinarán de 2n condiciones iniciales y de 2n ecuaciones 
adicionales, que relacionan las amplitudes A,¿ para cada œj y las ampli- 
tudes B„; para cada w; por el uso de cualquiera de las n ecuaciones seme- 
jantes a las ecuaciones 6.79 de esta sección. 


6.9 Sistema forzado con dos grados de libertad. Agregaremos ahora 
una fuerza armónica a la masa m, del sistema anterior, como se puede 
ver en la figura 6.25. Ahora las ecuaciones de movimiento son 


mıxı + (kı + ka) x1 — koxe = Fo sen wt, 
(6.90) 


MoaXo — koxz + koxo = 0, 


Solamente nos interesará la solución particular, la cual supondremos que 
es 
xı = Á sen ol, 


(6.91) 


xo = Áz Sen of. 


Sustituyendo las ecuaciones 6.91 en las ecuaciones 6.90, dividiendo entre 
sen wt y ordenando términos, tenemos 


Aj(ki + kı — mw?) + 4 (—k:) = Fo, 


(6.92) 
As (—ka2) + Aza (kz — Mw?) = O. 
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Fig. 6.25 


Resolviendo estas ecuaciones para A, y 4», que son las amplitudes para 
el estado permanente, por medio de determinantes, obtenemos 


F, —k | 
A a 0 Koa ma Mow? día D, 
¡E ka + ko a Mw? —— ka D 
ws ka ka saes Maw 
y (6.93) 
kı + ko A Mio? Fo 
— k 0 D 
Az = : => a 
En los pasos que condujeron a la ecuación 6.82 vimos que D = 0 


cuando w es igual a una de las frecuencias principales. Así que, puesto 
que ni D, ni D, son iguales a cero para un valor finito de Fo, es evidente 
que resultarán amplitudes infinitas para las masas m, y ma cuando la fre- 
cuencia de la fuerza impulsora coincida con una de las frecuencias prin- 
cipales del sistema. Esta afirmación es generalmente cierta para un siste- 
ma similar con n grados de libertad. 

Un examen más cuidadoso de la primera de las ecuaciones 6.93 indi- 
cará que A, = 0 cuando D, = 0. El requisito de que D, = 0 se encuen- 
tra cuando 

Fo(k2 — Mw”) = 0 
o sea (6.94) 
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Por lo tanto, es posible introducir mz y ka de modo que m, continuará 
estando en reposo bajo la influencia de la fuerza perturbadora. 
Para este caso, de la segunda de las ecuaciones 6.93, 


Az = a7 ó — Azka = —F,. (6.95) 
Ahora, la cantidad Asks es la fuerza que ejerce el resorte k, sobre la masa 
m, y se ve que exactamente neutraliza el efecto de F, que se requiere 
para que A, sea cero. Tal elección de masa ma, y resorte ką se conoce 
como amortiguador de vibraciones y es un medio de eliminar las vibra- 
ciones en muchas aplicaciones prácticas. 
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PROBLEMAS 


6.1. Un instrumento que pesa 2 kg está sostenido por cuatro apoyos de hule 
cada uno de los cuales sufre una deformación de 0.5 cm por kilogramo de car- 
ga. ¿Cuál será la frecuencia natural del instrumento? 


6.2, Hallar la constante k de un resorte sencillo que tenga las mismas caracte- 
rísticas que: 


a) Dos resortes en serie. 
b) Dos resortes en paralelo. 


S 
S 


kı 


E 
TS 
To 
z 
= 
1 
= 
=> 
> 
=> 
ba 
Pai 


(a) (b) 
Fig. P-6.2 


6.3. Un motor de peso desconocido descansa sobre una plataforma acojinada 
de constante de resorte desconocida. ¿Cuál es la frecuencia natural del sistema 
si el motor comprime la plataforma 0.5 cm? 


6.4. Un sistema simple no amortiguado de masa y resorte tiene una constante 


k = 7/2 kg/cm, una masa m = 1/27 kg-seg2/cm y se observa que tiene un 
desplazamiento de 5 cm de la posición de equilibrio cuando ¿ = 1 seg y una 
velocidad de 6.28 cm/seg en + = 2 seg. Hallar el desplazamiento como una 


función del tiempo. 


i i imi 6.7. Hallar el período de las oscilaciones pequeñas para el sistema de péndulo 
6.5. Escribir la ecuación de movimiento angular para un péndulo simple y ha- : 


; Sa es a ue se muestra. 
llar el período para las oscilaciones pequeñas. ¿Cuál sería la longitud l para un q ' 
período de 1 seg? 


Fig. P-6.5 


6.6. ¿Cuál de los sistemas que se muestran tiene el período más largo si k, = 
5 kg/cm, k, = 8 kg/cm y k = 10 kg/cm? 


Y de 
4 Fig. P-6.7 
> s = 
> => = 
> => > 
2k ka > =k : 
=>" e == 6.8. Determinar la fuerza en cada resorte debida a la fuerza F y la constante 
< < S Sá A : 
< < S de resorte equivalente para cada sistema. 
= 
$ 
=> 
> 
> 
=> 


(a) (b) (c) (d) 
Fig. P-6.6 


(a) (b) (c) 


Fig. P-6.8 
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6.9. ¿Cuál es la frecuencia natural del sistema que se muestra? La articulación 
en O es lisa y puede despreciarse la masa de la barra. 


T 


Fig. P-6.9 Fig. P-6.10 


6.10. Un corcho flota con una altura de inmersión media igual a k y la área 
de la sección transversal del corcho en la superficie del agua es constante e igual 
a A. El corcho se desplaza ligeramente hacia abajo de su posición de flotamien- 
to y después se suelta. Se desprecia el rozamiento y la inercia del agua que pue- 
da ponerse en movimiento. El agua tiene un peso específico y. Determinar el 
período de la oscilación. 

6.11. Una cuerda elástica ligera se alarga 2 cm por cada kilogramo de tensión. 
El extremo superior está fijo y en el extremo inferior se coloca un peso de 2 kg 
el cual se deja caer desde el reposo cuando la cuerda está vertical y recta pero 
no estirada. ¿Cuál es el desplazamiento máximo del peso y su período de osci- 
lación? 


6.12. Una bala que tiene una masa m y una velocidad v penetra en un bloque 
de masa M que está inicialmente en reposo. Suponiendo que M no se mueve 
hasta después del impacto y que la superficie horizontal es lisa, hallar el movi- 
miento subsecuente de M; esto es, hallar x como una función del tiempo. 


Fig. P-6.12 
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6.13. Hallar el período de la vibración para pequeñas amplitudes del desplaza- 
miento en el sistema de péndulo simple que se muestra. 


Fig. P-6.13 


6.14, Al extremo superior de un péndulo simple de longitud | y masa m se da 
una aceleración vertical uniforme a. ¿Cuál es el período del péndulo para pe- 
queñas oscilaciones? 


6.15. Dos resortes idénticos tienen constantes de 0.04 kg/cm. Si se colocan en 
sus extremos inferiores pesos de 2.45 kg y 9.8 kg y se dejan caer simultáneamente 
desde la posición en que los resortes no están alargados, hallar el tiempo que 
transcurrirá antes de que ambos pesos estén otra vez en sus posiciones iniciales 


en el mismo instante. 


6.16. Una barra uniforme de longitud 1 y peso W descansa sobre dos rodillos 
horizontales que giran en sentido opuesto con rapidez angular constante o. El 
coeficiente de rozamiento cinético entre la barra y los rodillos es y. Si la barra 
se desplaza ligeramente de la posición central y después se suelta, hallar el pe- 
ríodo del movimiento resultante. 


Fig. P-8.16 
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6.17. Un bola esférica de 61 cm de radio flota en el agua con la mitad sumer- 


gida. Si se baja la bola ligeramente y después se suelta, hallar el período de 
oscilación. 


6.18, Un tubo de vidrio sostenido en un plano vertical se llena parcialmente 
con un flúido de peso específico y. En uno de los lados del tubo el flúido se 
hace bajar una distancia x y después se suelta. ¿Cuál es la frecuencia de la osci- 
lación resultante del flúido? El área de la sección transversal del tubo es A y la 
longitud de la columna de flúido es l. 


Fig. P-6.18 


6.19, Un bloque de masa m desliza sin rozamiento sobre una varilla que está 
colocada en una mesa giratoria horizontal. El bloque está sostenido por dos re- 
sortes, cada uno de constante k. Si la mesa gira alrededor de un eje vertical que 
pasa por O con una velocidad angular constante œ, hallar la frecuencia natural 
de m con relación a la mesa. 


Fig. P-6.19 
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6.20. Una cuerda elástica está estirada y tensa entre dos soportes y tiene en su 
punto medio una masa M colocada sobre un plano liso horizontal. Si se da a 
la cuerda un desplazamiento normal y después se suelta, hallar la ecuación exac- 
ta del movimiento de M. Si el desplazamiento es pequeño, simplificar la ecua- 
ción de movimiento y determinar su período. El cable tiene una tensión inicial 
T y una constante k para la longitud l. 


Fig. P-6.20 


6.21. Una pieza de cierta máquina pesa W kg y su centro de masa se localiza 
por medio del vector de posición e m desde el punto O. Cuando la pieza se 
suspende desde el punto O y se le permite oscilar ángulos pequeños el período 
que se observa es y seg. Hallar el radio de giro centroidal k, 


6.22. Un bloque sólido homogéneo pesa W kg y el área de su sección trans- 
versal es A m?, está suspendido de un resorte de constante k kg/m. El bloque ` 
está sumergido en un líquido con una densidad de p kg/m3. Determinar la fre- 
cuencia natural y el período del movimiento que resultaría si el bloque se despla- 
zara ligeramente de su posición de equilibrio. Despréciese todo rozamiento. 


Fig. P-6.22 
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6.23. Determinar, para oscilaciones pequeñas, la frecuencia natural del siste- 
ma. Se desprecia la masa de la barra rígida que puede girar libremente alrede- 
dor de O. 


Fig. P-6.23 


6.24. La esfera sólida homogénea de 25 kg está soldada, en la forma que se 
indica, a una varilla circular sólida. Un momeuto de 30 cm-kg hace que la va- 
rilla se tuerza 1°. Determinar la frecuencia de las vibraciones torsionales de la 
esfera, la inercia de la varilla se desprecia. 


60 cm 


30 cm 


Fig. P-6.24 
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6.25. La masa que se muestra está restringida a moverse en una guía vertical. 
Hallar la. frecuencia natural para pequeños desplazamientos x desde la posición 
de equilibrio. 


Fig. P-6.25 


6.26. La masa m = 0.1 unidades técnicas de masa se suelta desde la posición 
que está a 9 cm abajo de su posición de equilibrio con velocidad cero. Si la 
polea es de masa despreciable y la constante del resorte k = 2 kg/cm, hallar 
la velocidad de m después de 0.1 seg de haberse soltado. 


Fig. P-6.26 


6.27. Un péndulo consiste de dos masas m, y m, colocadas en los extremos de 
una varilla de peso despreciable y de longitud 1. ¿A qué distancia de la masa 
más pequeña' (m) debe situarse el punto de suspensión a fin de obtener la 
máxima frecuencia de oscilación? 
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6.28. Una partícula de masa m se mueve sin rozamiento en el plano vertical xy 
sobre la curva y = ax?. Hallar la ecuación de movimiento de m primeramente 
escribiendo la ecuación de la conservación de la energía. Simplificar la ecua- 
ción de movimiento y hallar la frecuencia natural para desplazamientos peque- 
ños de la posición de equilibrio. 


6.29. Para desplazamientos pequeños de la posición de equilibrio, escribir la 
ecuación diferencial de movimiento para el tablón homogéneo de peso W. ¿Cuál 
es el período de vibración? 


< 
Al 


oC 
S. 5S 
s Ss 
Fig. P-6.29 


6.30. El anillo de radio r y espesor despreciable oscila con una pequeña am- 
plitud alrededor del pivote O. Determinar el período del movimiento. 


O 


mm 


Fig. P-6.30 
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6.31. El péndulo de una máquina de Charpy se utiliza para determinar la resis- 
tencia al choque de los materiales. Pesa 25 kg y la distancia del eje de rotación 
en O a su centro de gravedad, que se determina por balanceo, es de 1 m. Guan- 
do se permite que oscile alrededor de su eje de rotación se observa que el pén- 
dulo efectúa 30 oscilaciones completas en 60 seg. Hallar el momento de inercia 
To del péndulo. 


Fig. P-6.31 


6.32. Determinar el período del sistema para oscilaciones pequeñas. El radio 
de giro del disco con respecto al pasador en O es de 18 cm. 


Fig. P-6.32 
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6.33. Una barra de longitud 1 y peso W desliza sin rozamiento en un plano 
vertical sobre la superficie cilíndrica que se muestra. Si la barra se desplaza 


ligeramente de su posición de equilibrio, hallar el período de las oscilaciones 


resultantes, 


Fig. P-6.33 


6.34, El cilindro B tiene una sección transversal con área de 900 cm? y pesa 
50 kg. El bloque A pesa 5 kg. La polea C tiene un momento de inercia respecto 


a O de 2 kg-seg?-m. Para pequeñas amplitudes de vibración, hallar el período 
de la vibración libre. 


Fig. P-6,34 
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6.35. Un cascarón hemisférico de peso W y radio r oscila sin deslizamiento so- 
bre un plano horizontal. ¿Cuál es el período de oscilación para pequeños des- 
plazamientos de la posición de equilibrio? 


6.36. Un disco de peso W y radio de giro k, respecto a un eje horizontal que 
pasa por su centro rueda sin deslizar sobre el plano horizontal. Si el disco se 
desplaza de su posición de equilibrio, hallar la frecuencia natural de la vi- 
bración. 


Fig. P-6.36 


6.37. La polea doble tiene un momento de inercia Zo respecto a su eje de rota- 
ción que pasa por O. Escribir la ecuación diferencial de movimiento para el 
sistema y determinar el período de la vibración. 


A 
Fig. P=6.37 
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6.38. Un cilindro de peso W y radio a rueda sin deslizar sobre una superficie 
cilíndrica de radio R. Determinar la frecuencia natural para desplazamientos 


pequeños Y de la posición de equilibrio. Nótese que 4 no es la velocidad angu- 
lar del cilindro. 


Fig. P-6.38 


6.39. Una barra delgada de peso W y longitud l está sostenida simétricamente 
mediante dos cuerdas de longitud h y separadas una distancia 2a. Si la barra 
se hace girar un ángulo pequeño alrededor de un eje centroidal vertical y des- 
pués se suelta, hallar el período del movimiento. 


A 


Fig. P-6.39 
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6.40. Un cilindro de peso W rueda sin deslizar sobre un prisma también de 
peso W. Despreciando el rozamiento de la superficie horizontal, hallar la fre- 
cuencia natural del movimiento oscilatorio. 


Fig. P-6.40 


6.41. Escribir la ecuación de movimiento para pequeños desplazamientos del 
sistema que se muestra. La barra tiene una masa M. ¿Cuál es la frecuencia 
del movimiento? 


~ 
L + L 
2 2 
14d Ys A 


Fig. P-6.41 


6.42. Un bloque pequeño de peso W descansa sobre un plano rugoso con un 
coeficiente de rozamiento u. Cuando x = Q tanto la fuerza del resorte como la 
fuerza de rozamiento son cero. El bloque se desplaza hacia la derecha de x = 0 
una distancia x, y se suelta del reposo. Suponiendo que la fuerza del resorte es 
suficientemente grande para vencer a la fuerza de rozamiento, hallar para el 
movimiento subsecuente: 


a) La posición de W como una función del tiempo durante el intervalo 
en que se está moviendo hacia la izquierda. 

b) La posición límite de W a la izquierda. 

c) El tiempo en que se verifica el primer medio ciclo del movimiento. 


Fig. P.6.42 
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6.43, ¿Cuál es la relación del período de un sistema resorte-masa sin amorti- 
guamiento a un sistema de constante amortiguamiento c = tja ce? 


6.44. Escribir la ecuación diferencial de movimiento para el sistema que se 
muestra. Determinar la frecuencia natural de las oscilaciónes amortiguadas. 
¿Cuál es el coeficiente de amortiguamiento para el amortiguamiento crítico? 


Š, 
= 
A = 
e 14) 
e 
a 
GA 


Fig. P-6,44 


6.45. Demostrar que el decremento logarítmico se puede escribir In (A,/4,) = 


(27c/c,)/[1 — (c/c,)?]"2. donde ce es el valor de c para el amortiguamiento 
crítico. 


6.46. Un sistema resorte-masa de masa m y constante k con amortiguamiento 
viscoso tiene una amplitud inicial Ag y una amplitud A, después de n ciclos. 
Hallar una expresión aproximada para el coeficiente de amortiguamiento. 


6.47. Determinar la relación de amplitudes sucesivas separadas un período. El 
plano horizontal está cubierto con una película de aceite que tiene un coefi- 
ciente de amortiguamiento viscoso c = 0.4kg-seg/m. 


k = 40 kg/m 
ATAY AT AY AY AY AY aae 


Fig. P-6,47 


6.48. Demostrar que el decremento logarítmico se puede escribir (1/n) ln 
(4,/An) = crr/mq. Ay es la amplitud inicial y A, es la amplitud después 
de n ciclos. Si se observa que un peso de 2 kg suspendido de un resorte tiene 
un período de ?/4 seg y el amortiguamiento reduce la amplitud a la mitad en 
10 ciclos, ¿cuál es el coeficiente de amortiguamiento? 
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6.49. Un sistema resorte-masa con amortiguamiento crítico viscoso tiene las 
condiciones iniciales x = x, y x = Xp. Hallar el desplazamiento de m como 
una función del tiempo. ¿Es posible que x cambie de signo? Si x, == O, ¿cuál 
es el máximo desplazamiento alcanzado por m? 


6.50. Un disco delgado de radio R se utiliza en oscilaciones torsionales para 
determinar la viscosidad de los líquidos. El período de oscilación medido en el 
aire es 7, y en el líquido 7z. El momento de inercia respecto al eje de la varilla 
que lo soporta es I. La fuerza de rozamiento del líquido que actúa sobre un 
elemento de la superficie del disco es el producto del coeficiente de viscosidad 
y, el área del elemento y la velocidad del elemento. Despreciar cualesquiera 
fuerzas de rozamiento en el aire y deducir una expresión para el coeficiente de 
la viscosidad. 


SS 


Fig. P=6.50 


6.51. Un sistema resorte-masa tiene aplicada una fuerza F, sen qt y existe un 
coeficiente de amortiguamiento igual a */, Ce ¿Cuál será la frecuencia aplicada 
a la que ocurrirá la amplitud máxima? ¿Cuál es la amplitud máxima? 


6.52. El piso de un edificio vibra con una amplitud de 0.015 cm y con una fre- 
cuencia de 10 rad/seg. Se desea aislar un instrumento sensible por medio de 
cuatro resortes iguales. La máxima amplitud de vibración permisible para el 
instrumento es 0.0003 cm. Hallar la constante necesaría para cada resorte. El 
instrumento pesa 196 kg. 
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6.53. El sistema resorte-masa que se muestra está en reposo en su posición 
de equilibrio cuando ¿ = 0. En este instante se aplica a la masa una fuerza 
F de magnitud constante. Hallar el desplazamiento x como una función del 
tiempo. 


VWM 


Fig. P-6.53 


6.54. Un sistema resorte-masa con amortiguamiento igual a 1/4 c, se somete a 
la acción de una fuerza periódica Fo sen œt. Determinar: 


a) El intervalo de los cocientes de frecuencias, para el que el factor de 
amplificación es menor de 1.0, 

b) El intervalo de los cocientes de frecuencias, para el que el factor de 
amplificación excede de 1,5. 


6.55. Un sistema resorte-masa no amortiguado está sometido a la fuerza F = ct 
kg. Resolver la ecuación diferencial de movimiento para x como una función 
«del tiempo. Para las condiciones iniciales tomar x} == £, = 0. 
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6.56. Una masa m está montada sobre la base A por medio de una varilla elás- 
tica. Manteniendo A fija, con una fuerza F se desplaza horizontalmente la masa 
una distancia $. Si A tiene el movimiento x, = A sen ot, hallar la amplitud x 
de la vibración de la masa. 


Fig. P-6.56 


6.57. Un remolque de una sola rueda viaja sobre un camino desigual cuyo per- 
fil se representa en la figura. La superficie del camino se puede considerar 
aproximada a una curva cosenoidal de amplitud 8 y longitud de onda L El re- 
molque tiene una rapidez horizontal constante v. Hallar la amplitud de la vi- 
bración forzada. ¿A qué rapidez ocurrirá la resonancia si c = 0? Nótese que la 
fuerza del resorte y la fuerza de amortiguamiento dependen de la coordenada 


relativa (z — y). 


Fig. P=6.57 
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6.58. El remolque del problema 6.57 pesa 350 kg y viaja a una rapidez de 20 
km/h. La curva cosenoidal tiene una longitud de onda de 90 cm y una ampli- 
tud de 3.75 cm. Una carga de 100 kg hará que el remolque se asiente 0.6 cm. 
Si no se proporciona amortiguamiento, ¿cuál será la amplitud de la vibración 
del remolque? 


6.59. Un bloque deslizante que sostiene un péndulo simple tiene un movimien- 
to x, = A sen ot. Hallar la amplitud del movimiento absoluto de m para pe- 
queños desplazamientos. 


Fig. P-6.59 


6.60. Un motor que pesa 320 kg y está diseñado para operar a 1760 rpm ha 
llegado a desbalancearse. Se estima que el desbalanceo del motor es equivalen- 
te a un peso de 0.85 kg situado a 2.5 cm del eje de rotación a la velocidad 
normal de operación. El motor está montado sobre un dispositivo elástico que 
tiene una constante de resorte equivalente de 12 ton/cm. Despreciando el amor- 
tiguamiento, ¿cuál será la amplitud de las vibraciones forzadas? Si el amorti- 
guamiento que se proporciona es igual a c¿/3, ¿cuál es la amplitud de las 
vibraciones forzadas? 


6.61. Un soporte para instrumentos de un aeroplano tiene una frecuencia natu- 
ral en el sentido vertical de 5 ciclos por segundo. El aeroplano vibra vertical- 
mente con una frecuencia de 10 ciclos/seg y una amplitud de 0.05 cm. Hallar 
la amplitud de la vibración absoluta del soporte y la amplitud con respecto al 
aeroplano. ¿Cuál es la aceleración máxima del soporte? 


6.62. Una máquina que pesa 500 kg tiene un rotor girando a 7200 rpm con un 
desbalanceo de 45 g-cm. La máquina descansa sobre resortes que se comprimen 
“Ja cm bajo su peso. Los resortes tienen un amortiguamiento igual a 10 por 
ciento del crítico. Hallar la fuerza que se transmite a la cimentación a la rapi- 
dez de resonancia y a la rapidez de rotación. 
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6.63. El sistema que se muestra está restringido a pequeños desplazamientos 
verticales y angulares. Utilizando las coordenadas x y 4 que se muestran, escri- 
bir las ecuaciones de movimiento. El cuerpo tiene una masa M y un momento 
de inercia J, respecto a un eje que pasa por el centro de masa. ¿Cuál es la 
relación paramétrica para la que las ecuaciones en x y O son independientes 
entre sí? 


(a) (b) 


Fig. P-6.63 


6.64. Hallar las frecuencias principales para el sistema que se muestra. La su- 
perficie horizontal es lisa. 


k i 
Bena eR aM 
DULU OUUU 7 A 


Fig. P-6.64 


6.65. Para las dos masas que están montadas sobre una cuerda tensa, escribir 
las ecuaciones diferenciales para el movimiento lateral y determinar las frecuen- 
cias principales. Considerar que los desplazamientos x, y x¿ son pequeños y la 
tensión T en la cuerda es constante. 


Fig. P-6.65 
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6.66. Determinar la energía de entrada por ciclo de la fuerza Fo sen wt cuando 


o = Vk/m. 
(ó 
m 
FoSenwt 
Fig. P-6.66 


6.67. En el sistema que se muestra, hallar el valor de la frecuencia impulsora œ 
que hará que x, Ó x, lleguen a ser infinitos. 


iS 

= 

<=. Fosénwt 
DN 

<= xı 
ÉS 

a 

=> 


S z 
ps 
= 
A 
Fig. P-6.67 


apéndice A 
Propiedades de los cuerpos 


sólidos homogéneos 


Se utiliza la siguiente nomenclatura: 


p = Masa por unidad de longitud o masa por unidad de 
volumen. 
M = Masa del sólido que se muestra. 
Xe, Yes Ze = Coordenadas centroidales del cuerpo con respecto a x, 
Y, Z. 
Io l, L, = Momento de inercia del cuerpo con respecto a los ejes 
e Ye Ze 


Xes Yes Ze, ejes que pasan por el centroide y son paralelos a 


Xs Y, Za 
Lo Lu Lo = Momento de inercia del cuerpo con respecto a x, Y, z 
a Ixe = Producto de inercia del cuerpo con respecto a los ejes 
Xes Yes Zo, ejes que pasan por el centroide y son paralelos 
a xX, Yy Z. 


Ley, Lyz, Íza = Producto de inercia del cuerpo con respecto a x, y, z 
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RESPUESTA A LOS PROBLEMAS 


Las respuestas dadas en notación vectorial, cuando en el problema no 
se indican ejes de coordenadas, están referidas a un sistema de ejes en que 
x es positiva hacia la derecha, y es positiva hacia arriba y z es positiva 
habia afuera de la página. 


Capítulo 2 


y 2 
2.1. F = 2o (cos? kx) sen kxī 


kk 
£ 
En O” EA A 
2.3. a) y = x tang a —x PA + ba? 
Vo sen 2a _ 0 senta 
E a 
€) + = vo COs a, Y = —Vo SEN a 


2.5. fg = —2.412 — 0.6087 m/seg 

2.7. a = 38 cm/seg?, s = 16 cm 

2.9. š = —52.5im, d = 72.5 m, € = —5t m/seg? 

- 4vl 
2 


„ _ ADO l 28 ¿e a 
211. fs =—- 37 [2 sn g Cos” g + sen g Cos 0 2+ 


o 0 go 0l. 
8 cos a 52 cos — 
x E cos 5 cos 0 — 2 sen 7 Cos | 7 


2 
i a Uv ae 2y? 
2.13. 0 = —7 en? 0, 0 = y sen* 0 cos 0 
2.15. 7# = -—2501% cm/seg? 
2 
2.17. T = =, $méx. = —S0 A nimá) = aa 


438 


2.19, 


2.23. 


2.27. 


2.29. 


2.31. 


2.33. 
2.35. 


2.39. 


241. 
2.43. 
2.435, 
2.47. 


2.49, 
2.51. 


2.53. 


2.57. 
2.59, 


2.61. 
2.63. 


2.65. 
2.67. 
2.69. 
2.71. 
2.73. 


2.75. 
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EZ 
AE e 


apo —— 3 PONT A AAA y 
ee rae 
a a 


2 
da = Flet) , Op = le 


a = —yf2 

a) ? = 2ro[— sen 0 Ep + cos 0 Zel, 

? = —Ara*[cos 0 E, + sen O Ze] 

b) ó = z ,0=0 
F = 0b(2 cos 20 E, + sen 20 Zo), 
F = b(20 cos 20 — 50? sen 29) 7, + b(Ó sen 29 + 46? cos 20) 2s 

3 k 

[Fl = 3 (a? + 1) 


Ë =-—Aa csc" 0 Zo 
9 = —205° k 
p=12m 


a) a = arc tang (5 i). b) o = (4r NQ) 


dá = J2ër + 200€, m/seg? 

= —0.641 m/seg 

= 27/0 + 187.57 m/seg 

B = er(—A sen 2 ot — sen wt) lo + wr (4 cos 2 wt — cos wt) jo, 

a = wr(—4 cos 2 wt — Cos wt) iy + w'r (—8 sen 2 ot + sen at) Jo 
= —1.881 m/seg? 

F = —0*d =p (02 — 0) b] 


; m2 3/3 
IF] = [nrt — ul, |F] = [(2 nut — n?i?r —#) +n’r | 


F = —132 + 757 + 100k cm/seg? 
a) Tp = = —9.51, — 5.570 m/seg? 
b) #p = —7.251, — 4.1570 + 1.25V 3 ko m/seg? 
Fa = —15.6(%o + Jo) m/seg, fe = —606 (1, + jo) m/seg? 
Ze = 0.0747, m/seg? 
fa = Bio m/seg, Fo = 8V 37 m/seg, o ais 0, 
Fa = 32 Y 37, m/seg? 
oag = —-1 ko rad/seg, Fg = —0,18%, —0.5857 m/seg”? 
Fp = 3.61, + 10.87, m/seg? 
Fo = 4.3270 m/seg? 


- E 


00D = 


á 
v 
de 
7 
D 


as F rad/seg 
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2.77. 
2.79. 


2.81. 
2.83. 


2.85. 
2.87. 


2.89, 
2.91. 


2.93. 
2.95. 


2.97. 


Üp = Üg = 2.821, m/seg, Üp = —2.827 m/seg 


hen i m/seg, da = EE aa A 
Fg — f3 d (ro — 11)? 

l = 415 

Sy rOn 

Vo = 4? 


wep = 2k rad /seg, oso = 1.875k rad/seg? 

u = 6.4 m/seg 

esa = 00p = di 65k rad /seg 

w = 2.5k rad/seg? 

o = —37.5jo m/seg” 

fp = 181, m/seg, Yo = —36% m/seg? 

was = 3ko rad /seg, Fo = —17.4, — 43.27, m/seg? 


Capitulo 3 


3.1. 
3.3. 


3.5. 
3.7. 
3.9. 


3.11. 


3.13. 


3.15. 
3,17. 
3.19. 
3.21, 
3.23. 


3.25, 
3.27. 


3.29. 


3.31. 


3.33. 


(Dis me | EJ 
sen | —— | 7}, F = 1 — cos 3 
MoC F MSC 


o = 4,72 rad/seg 
o = 1.45] rad/seg 

sen æ + cose . 
COS — pp SEN a 


á= 


ee 2. 
ñ =5} fs = —p 8] 
a 4(n—4) . 
w= n +16 El 


q [M cos æ to — (M + m) sen a jo] 
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3.35. 
3.37. 


3.39. 


3.41. 


3.43. 


3.45. 


3.47. 


3.49, 
3.51. 


3.53. 
3.55. 
3.57. 
3.59. 
3.61. 


3.63. 


3.65. 
3.67. 


- 3.69. 
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P= 18301 kg 
_[2gRh Ta 1 [h + RT" 
al rl] 


[ar + (h + R) arc tang A 


Q = mj— 2ao tang 9 — 4aa?], P = 2maw sec 8 
(fuerza de OB sobre el pasador} 


7 =a cosh (wt sen æ)+ r cot æ cosec a[i — cosh (wt sen æ)] 


= —64.5k m 

34.6 m/seg 
6. i m/seg 
0.1 


CRUG 


33.4 m/seg 
Z AS n: ;b) a = 0.75, rl pe 
122m, p L 247 m/seg, Amáx. = 4.05 m 
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WwW g Ma 
A cc > 2 >o — 
SE daa? o 2 
= 24 cm 

F, = 10kg,b) F, = 24 kg 
9.9 m/seg, P = 0 
36 cm 

57 m 


Ea 


~ |l 


a 


—-0.3481 m 

2.651 m/ a di 

300: m/seg 

137 m/seg 

6.22 m 

-—1.96: m/seg?, Fmáx. = 6.081 m 
12.6 m 

0.333 
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3.97. At = 64 kg-m 


3.99. ay e ETY 
3.101. 7/ =-—9% + 107 m/seg, Ye = 9 m/seg 
3.103. AT = 108 200 kg-m 


u cos a (2 — ) 
3.105. v = “M 
Laa 
M 


a ee 

= t t tm 

= ang tan tanga m, 
M 


3.107. 2= 527+ 1.257m/seg, AT = 12 kg-m 
3.109. At = 0.81 seg 

3.111. k = 117 kg/m 

3.113. Y, = 2.68: m/seg, s = 51 m/seg 
3.115. d= 18m 


1+usena), 


Capitulo 4 
1 
4.1. s=38l 2(sen 8 — u cos 8) 
2 
a Moa — Mai «o 
4.3. Fe == E "i m g 
45. 7, =30( LE 
4.9. a) Fe =1(0.73 + 0.57 + 0.9k) 
b) Te = 0 
c) Fe = 1(0.7117 + 0.7117 + 0.625k) 
4.11, a) Fe = 1.57m 
l 
b) Fe == 8 v? 
c) T =23.5mv* 
d) p = mu 
4.13. a) 7. = 4.831 — 0.507 m/seg 
EEE O. 
= — 3X5 
c) T = 83m 
_q) p = m(29 — 37) 
4.15. F = 3731kg 
4.17. u = 6l m/seg, P = 3000 HP 
4.19. a) Fe = pA (v — u)? (1 — cos a), 


mida + Maa po y O E Meda 
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4.21. 


4.25. 
4.27. 


4.29. 


4.31. 


4.33, 
4.35. 


4.37. 


4.39. 
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Fy = —pA (uv —u)? sen a 


bro ME 
pAv(1 — cos e) t 


y E sena — 07 1 + e] 


a) (1)p=0 b) (1) p = mui — mo} 
(2) Ho = rmuk (2) He = —rmok 
(3) He = rmvk (3) Ho = —2rmvk 

(4) T = mv? 


a) p = mV gli 


. aad z 
a) Pe = 3 vol + z do cotOj 


b) T = mw ( + Cot o) 
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c) p = mv (2i + cot 0 7) 


FP MUl X 
d) He = — yni e + cos 9]k 
4.41. H, = > malk, T = = mel 
4.43. M,= <MPob st 
E 0 g (1— sna). -= 
445. Fe = —(1 — sen æ) a T sae) 2 -+ j|: 
m (1 — sen a)? 
Ss (2 + cosa) (7 + sen a) 
Capítulo 5 
51. 1=5Me 
19 a 
5.3. I= ¿MR 
5 Ize = M 
5. e 2g = 20 € 
ah 
5.7. Tey = 2M— 
5.9. Ios b 0.074 kg-m-seg? 
5.13. a) Ir = ¿Me Ly si Me, ley a 0 
b) Iy = "MP, Iy = JMP, Igy = —|,MP 
c) ly = 0.1327Me?, Iy = 0.2833Me?, Iry = 0.10Ma 
5.17. — Igy = 0.206 kg-m-seg? 
5.19. x= (2/13) im/seg?, Ra = w( E + i) kg 
5.21. RF =gcotel Pmax. = 120 kg, Pain. = 45 kg 
5.23. k = 2 kg/m e X 
5.25. X. =-—lim/seg?, A = 887 kg, B = 1087 kg 
w(i +5) rw (19) 
PT E Eta can 2 
5.27. a) P = 57 csc? a b) P 3 csc 
5.29. 0 = arc tang |£ sece + tang al 
o w h + 2) sena 
5.31. P= cota + ——— — 


COS Y — y sen a 
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1 ¿ 
5.33. T, = M Ta l “1587 403 
a) T; elz sona + gg cose |, T = 5.81. o= 6a k rad /seg?, N = zg Wi 
=a 
| Mg| = sen e — 2 ME 111.1 E > 
e3 ET a Daae TiS 6la — 21? tang a — 6a? csc? a cot æ 
b) Ti = Ta = Mg 1 Wal 
- 5.85. — Mmsx a~ del extremo inferior de la chimenea, Mmsr. = 557 
535. Pa uMg(l + sena+ pcosa) + ¿Mao cosa(l + p?) p 3 278 
p*(1 + cosa + sena) + (1 + u?) cosa 5.87. 7 = —3.14} m/seg? 
5,37, O = —14. 5: + 49.57 kg 5.89. — nariz hacia la derecha 
- 4Pl Ya 3 p 
5.39. z k 5.91. $ = —0.4k rad /seg 
e (ep | 5.93. 330kg 
Jaw 
5.41. t = 408 5.95. R = a. El tren dará vuelta al este. 
£ 
5,43. C = —5ī + 43. 87 kg, ap = 3.1} m/seg? 5.97. Tensión en la barra = 550 Kg 
5.43, |M msx. = Mel 5.99, ii == 1} Ma? ywz My = = 0 
sar il a 5.101. 3 =—P/ghI/5, T =*)W 
Ò 6a ú l l (28 f 
Mla? Mla? Mla? MyM,V? a a 
5.49. |4| = —— = —— Z 2 Ii e PAPA E 
i | 4? IY] 4? |Ma] 54 5.103. AE 2 (TM; + 4M)? 
5.51. F = YMas, B = — J Masi 5.105. w = 6.65k rad/seg 
2 5.107. T = 18.2 kg-m 
5.53. pulp C na 12| Qna 1a 22 tan ä Y E 2W oh Zo 
21 g 2 3gr 8 saa PP AP | i 
Eey p 10 10g Ya Walr? + k?) + W(R? 4 1?) 
E TESSA 5.111. v =0.7951 gl 
5.59. A =1947 + (12.5 — 155.20) k kg 5.113. og = —3.37k rad/seg 
Sai PE Omi 5.115. 0.131 m 
o . == š + Ak 1/2 
5.63. x= 'ha y ¡ 5.117. a)v= e (b—a) (1—cos0) |5 a = Fel — coso) 
63. = 7), 
y: b) v = [2g(b— a) (1 — cos 9) f4, a = 2g(1 — cos 0)7 
5.65. F= w c + cosa | 5.119. v= Fig cos ĝo) T° 
ta e DP _ 5.121. J = 0.544Ņ gai 
SAE SER E 5.123. 7 = —34.5} m/seg 
” 5.125. t= 6.1 seg 
5.69. Za = pa £ pl [Y a — E 2? — ij] 5127. F= 
4W, + 3Wa + 2Wp)s | 
5.71. o = —5.45k rad /seg?, B = 101 + 8.067 kg, P = 30V5 k 5.129. i= a i | 
5.73. 7 = |B| = 7.50 Kg 18, P V3 kg (Ma + Wa + Wo) g sena 
E 5.131. 15k r.p.m.; b) 90 
5.75. ¿= Mb cosa(g +) F a) rpm. ) 90% 
pS a ý 5.133. o = 2.76krad/seg 
5.77. œ = 20k rad/seg? 
= Wa S a. > 3 4=w 
5.79, a) E = — i b)f.=-1 pS => 2 1/2 
ze O o=77k | 5.134. a) o = — 1% 253gh— 360%, [5] 


23 © (0) e = iagh 7> 9? 
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Capitulo 6 643, 7 
61. — f=5cps l 647. L-24 
6.3. f = 7.1 eps Az 
l 6.49 P Xo + E Y PP m 
6.5. T = 2r p l = 0.247 m A E ? 2m 3 i eN k 
| Wil? + Wal? Ph ; [k 2 Fo 
fa = AAA 31, = —, R == 
67. 7 2r |E E] $ SNV 3m? “T y3 k 
a k F k ) 
cr Md a zz — cm — $ 
6.9. j= Sri Va 6.53 *=>=z (1 cos y — 
6.11. — Desp. máx. = 8cm; 7 = 0.4 seg 6.55. ¿ue [ont — sen ont] 
mi? 1/3 kon 
613. r = 2r | -————_——, 
b? (kı -+ kz) +- mgl 2 13 
615. t= "seg $ (= + e| ESI 
6.17. 7 = 1.278 se | e o e Ey E 
z 23%: EE k 4r?y? 2 Pre) Je pea 2r Y m 
6.19. r = rl AP l 
2k — mo? A 
TA ás 6.59. R = — 
sn njee] Aa 
1/3 
6.23. f= Sc [e] 6.61. 0.117 cm, 0.067 cm, 2.65 m/seg? 
A 6.63. akı = bka 
1 2k sen æ la 
6.25. f=> dera OM F 5T 
27 sen a+ cos a cota 6.65. o= e Es E 


V ma + V Mio 
6.27. = Y q AXE A XA 
i a Mı + Mz 6.67, y = E, wg = YE 


6.29. E PUA 


6.31. 1, = 2.54 kg-m-seg? 


2 a 1f 72 “Pla 
6.33. T == 27 EH 
T 
6.35. r= 27 y T 
3g 


lo + MP Pr 
6.37. j ER? he) 


6.39. N A aga 
1/2 
sa ES 
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